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内 容 摘 要 

 

运动平均化是全局式从运动恢复结构技术中的核心步骤，其将匹配图像对

之间的相对旋转与平移作为输入，输出相机的绝对位姿，具有误差均摊、求解高

效等特点。然而，图像特征误匹配导致的相对位姿测量外值以及在不同问题规模

下的外极几何图整体化处理，对现有运动平均化方法在高效性与鲁棒性方面提

出了挑战。对此，本文在大规模运动平均化的高效性与鲁棒性问题研究方面开展

了一些初步探索，将增量式参数估计，随机抽样一致性，分而治之策略等思想融

入到运动平均化过程，在滤除相对位姿测量外值的同时估计相机的绝对位姿，以

期实现简单、高效、精确、鲁棒的大规模运动平均化。本文的工作主要包括如下

三方面： 

1． 为实现更加准确、鲁棒的绝对旋转估计，受已广泛研究的增量式从运动

恢复结构方法启发，提出了一种新型的旋转平均化方法，增量式旋转平

均化。与传统的旋转平均化方法相比，该方法不再同时估计所有相机的

绝对旋转，而是采用增量式参数估计流程，依次估计各个相机的绝对旋

转。另外，为进一步提升其精度与鲁棒性，在旋转平均化方法中还引入

了若干同样受增量式从运动恢复结构方法启发的关键技术，包括初始三

元组与下一最优视图的选取策略，以及迭代过程中采用的加权局部、全

局优化，重旋转平均化技术等。 在实验验证环节，通过参数设置实验，

对关键技术的消融实验，以及对比实验，验证了该方法的有效性。 

2． 针对现有旋转平均化方法大都是在整个外极几何图上进行绝对旋转估

计，效率较低，且在大规模与高噪声情形下的鲁棒性较差的问题，基于

分治策略提出了一种新型旋转平均化流程：层级式旋转平均化。基于该

流程，可将原始的单个规模更大、难度更高的旋转平均化问题转化为多

个规模更小、难度更低的子问题。在此基础上，该流程可以分别求解各

子问题并将求解结果融合以获取原始问题的解。另外，将两种现有旋转

平均化方法融入到上述流程之中形成了两种新型旋转平均化算法。实验

验证环节对上述层级式旋转平均化流程以及基于此流程构建的两种旋

转平均化方法进行了测评，验证了其有效性。 



 

 

3． 由于尺度歧义性、估计敏感性、以及求解不确定性，平移平均化问题相

对于旋转平均化问题更加困难。为求解该问题，与增量式平均化类似，

基于增量式参数估计思想，提出了一种新型的增量式平移平均化方法。

该方法结合了增量式参数估计流程的精度高与鲁棒性强以及全局式运

动平均化方法的简洁与高效的优势。与传统平移平均化同时估计所有相

机绝对位置的方式不同，增量式平移平均化采用增量式计算的方式对其

进行估计。该方法既能对测量外值鲁棒，实现参数的精确估计，又因其

较少依赖其它鲁棒性操作，更加简洁与高效。在实验验证环节，通过参

数设置实验，对关键技术的消融实验，以及对比实验，验证了该方法的

有效性。 

 

 

 

关键词：全局式从运动恢复结构，旋转平均化，平移平均化，增量式参数估计，

分治策略 



 

 

 

 

 

Abstract 

 

Motion averaging is a key step in global Structure from Motion (SfM). It 

takes relative rotation and translation of matched image pairs as input, and 

outputs the absolute orientations and locations of cameras, which features 

of uniform error distribution and high solution efficiency. However, the 

relative pose measurement outlier caused by image feature mis-matching 

and the Epipolar-geometry Graph (EG) integrative processing of different 

problem scales challenge the existing motion averaging methods in terms 

of efficiency and robustness. To deal with this issue, this thesis conducts 

some initial explorations in the efficiency and robustness problems of 

large-scale motion averaging, which integrates several thoughts, such as 

incremental parameter estimation, RANdom SAmple Consensus 

(RANSAC), and divide-and-conquer strategy, into the motion averaging 

process, to simultaneously filter relative pose measurement outliers and 

estimate absolute camera poses, in order to achieve simple, efficient, 

accurate, and robust large-scale motion averaging. The three main works 

of this thesis are summarized as follows: 

 

- In order to achieve more accurate and robust estimation of absolute 

rotations, inspired by the extensively studied incremental SfM methods, 

a novel rotation averaging method, incremental rotation averaging, is 

proposed. Compared with the traditional rotation averaging methods, it 

no longer estimates all the cameras’ absolute rotations simultaneously, 

but adopts the incremental parameter estimation pipeline, to estimate the 

absolute rotation of each camera individually. In addition, in order to 

improve its accuracy and robustness further, several key techniques 

which are also inspired by incremental SfM methods, including initial 

triplet and next-best view selection strategies and weighted local or 



 

 

global optimization and re-rotation averaging during the iteration process, 

are involved into the incremental rotation averaging. In the experimental 

verification section, the effectiveness of the proposed method is verified 

by parameter setting experiments, ablation studies of key techniques, and 

comparative experiments. 

 

- Aiming at the efficiency problem caused by performing absolute rotation 

estimation in the entire EG and the robustness problem during large scale 

and high noise situations of the existing rotation averaging methods, a 

novel rotation averaging pipeline, hierarchical rotation averaging, is 

proposed based on divide-and-conquer strategy. This novel pipeline 

could convert the original single larger and more difficult rotation 

averaging problem into several smaller and easier sub-problems. On this 

basis, this pipeline could solve each sub-problem respectively and 

integrate their results to obtain the solution of the original problem. In 

addition, two novel rotation averaging methods are brought up by 

integrating two existing rotation averaging methods into the proposed 

novel pipeline. The experimental verification section evaluates the above 

rotation averaging pipeline and the two rotation averaging methods 

constructed based on the pipeline, to demonstrate their effectiveness. 

 

- Translation averaging is more difficult than rotation averaging due to 

scale ambiguity, estimation sensitivity, and solution uncertainty. To 

tackle this tough problem, similar to the method of incremental rotation 

averaging, a novel translation averaging method, termed as incremental 

translation averaging, is proposed based on the thought of incremental 

parameter estimation. It combines the advantages of high accuracy and 

strong robustness in incremental parameter estimation pipeline and those 

of high simplicity and efficiency in global motion averaging approach. 

Unlike the traditional translation averaging methods which estimate all 

the absolute camera locations simultaneously, the incremental translation 

averaging method computes them in an incremental way. The proposed 



 

 

method is robust to measurement outliers and accurate in parameter 

estimation, and is simple and efficient because of its less dependency on 

additional robust operations. In the experimental verification section, the 

effectiveness of the proposed method is verified by parameter setting 

experiments, ablation studies of key techniques, and comparative 

experiments. 

 

 

 

Keywords: Global structure from motion, rotation averaging, translation 

averaging, incremental parameter estimation, divide-and-conquer strategy 

 

  



 

 

 



 

 

 

目     次 

 

1  绪论…………………………………………………………………1 

1.1  研究背景…………………………………………………………………1 

1.2  研究现状…………………………………………………………………4 

  1.2.1  旋转平均化…………………………………………………………4 

  1.2.2  平移平均化…………………………………………………………7 

1.3  预备知识…………………………………………………………………9 

  1.3.1  旋转平均化…………………………………………………………9 

  1.3.2  平移平均化…………………………………………………………9 

1.4  评测基准…………………………………………………………………11 

  1.4.1  评测环境……………………………………………………………11 

  1.4.2  评测数据……………………………………………………………11 

  1.4.3  评测方法……………………………………………………………14 

1.5  内容安排…………………………………………………………………15 

  1.5.1  研究内容……………………………………………………………16 

  1.5.2  结构安排……………………………………………………………16 

2  增量式旋转平均化…………………………………………………17 

2.1  引言………………………………………………………………………17 

2.2  方法介绍…………………………………………………………………17 

  2.2.1  基于局部优化的初始三元组选取…………………………………18 

  2.2.2  基于加权支撑集合的下一最优视图选取…………………………19 

  2.2.3  加权局部/全局优化与重旋转平均化………………………………20 

2.3  实验验证…………………………………………………………………21 

  2.3.1  参数设置测评………………………………………………………22 

  2.3.2  消融实验……………………………………………………………23 

  2.3.3  种子敏感度验证……………………………………………………25 

  2.3.4  对比实验……………………………………………………………26 

2.4  本章小结…………………………………………………………………30 

3  层级式旋转平均化…………………………………………………31 

3.1  引言………………………………………………………………………31 



 

 

3.2  方法介绍…………………………………………………………………32 

  3.2.1  基于受限社区发现的外极几何图聚类……………………………33 

  3.2.2  类内子图旋转平均…………………………………………………33 

  3.2.3  基于投票单旋转平均的类间相对旋转估计………………………34 

  3.2.4  类间子图旋转平均…………………………………………………35 

  3.2.5  旋转全局对齐优化…………………………………………………35 

3.3  实验验证…………………………………………………………………36 

  3.3.1  图结构对比实验……………………………………………………36 

  3.3.2  HRRA 验证实验……………………………………………………37 

  3.3.3  IRA++验证实验……………………………………………………39 

3.4  本章小结…………………………………………………………………42 

4  增量式平移平均化…………………………………………………45 

4.1  引言………………………………………………………………………45 

4.2  方法介绍…………………………………………………………………46 

  4.2.1  基于局部优化的初始四元组选取…………………………………46 

  4.2.2  基于加权支撑集合的下一最优视图选取…………………………47 

  4.2.3  加权局部/全局优化与重平移平均化………………………………49 

4.3  实验验证…………………………………………………………………50 

  4.3.1  参数设置测评………………………………………………………50 

  4.3.2  消融实验……………………………………………………………51 

  4.3.3  种子敏感度验证……………………………………………………53 

  4.3.4  对比实验……………………………………………………………54 

4.4  本章小结…………………………………………………………………57 

5  总结与展望…………………………………………………………59 

5.1  总结………………………………………………………………………59 

5.2  展望………………………………………………………………………59 

参考文献………………………………………………………………61 

致谢……………………………………………………………………65 

博士生期间发表的学术论文，专著……………………………………67 

博士后期间发表的学术论文，专著……………………………………69 

个人简历………………………………………………………………71 

永久通信地址…………………………………………………………73



1 

 

1．绪论 

1.1  研究背景 

基于图像的大规模场景三维重建流程主要包括稀疏重建[1]、稠密

重建[2]、表面重建[3]、纹理映射[4]四个部分（图 1-1）。作为稀疏重建

背后的关键技术，从运动恢复结构（Structure from Motion, SfM）[1, 5~9]

是整个重建流程的核心，其在遥感测绘[10]、室内建模[11]、增强现实[12]、

古建保护[13]等领域有着重要的应用（图 1-2）。SfM 将采集的图像集

合作为输入，输出相机的内参数（焦距、主点等），绝对位姿（包括

位置与朝向）以及由稀疏空间点表示的场景三维结构（图 1-3[14]）。 

 
图 1-1 基于图像的大规模场景三维重建流程 

SfM 技术主要包括对应关系获取以及相机位姿初始化两部分。

其中，对应关系获取通常包括基于局部纹理的特征提取[15~16]，基于词

袋（Bog of Word, BoW）[17]模型与近似最近邻（Approximate Nearest 

Neighbor, ANN）[18]的特征匹配，以及基于基本矩阵（fundamental 

matrix）[19]与本质矩阵（essential matrix）[20]估计的几何验证。相关的

理论与技术研究较为成熟，流程较为固定。 



2 

 

 
图 1-2 SfM 的主要应用领域举例 

对于 SfM 中的相机位姿初始化方式，其大致可分为增量式[1, 5~6]

与全局式[7~9]两类。增量式 SfM 通过迭代式地进行相机位姿估计与场

景结构扩展实现相机绝对位姿的初始化。在每次迭代过程中，增量式

SfM 会分别引入随机抽样一致性（RANdomSAmple Consensus, 

RANSAC）[21]以及捆绑调整（Bundle Adjustment, BA）[22]技术以应对

不可避免的特征误匹配以及不够精确的相机位姿与场景结构估计值，

其常见流程如图 1-4 所示。对于全局式 SfM，相机的绝对位姿通常采

用运动平均化（motion averaging）技术进行初始化，在此基础上仅通

过一次性多视图三角测量（triangulation）及全局捆绑调整对相机参数

与场景结构进行优化，其常见流程如图 1-5所示。相较于全局式SfM，

尽管效率较低，由于在其中频繁使用基于 RANSAC 的模型估计以及

基于 BA 的参数优化，通常认为增量式 SfM 的精度与鲁棒性更好。 

运动平均化包括旋转平均化（rotation averaging）与平移平均化

（translation averaging）两步，其任务分别是通过给定的两两相机之

间的相对旋转与相对平移测量值，估计各相机的绝对旋转与位置。其

中相对旋转与平移的测量值通常通过本质矩阵的估计与分解[20]获取。

绝大部分的全局式 SfM 方法[23~24]在进行相机位姿初始化时采用依次

进行旋转平均化与平移平均化的方式，并且为简化问题，在进行平移

平均化时通常将由旋转平均化得到的相机绝对旋转固定并引入其中。 
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图 1-3 SfM 的输入与输出举例 

然而，由于外极几何图（Epipolar-geometry Graph, EG）中的相对

旋转存在因特征误匹配导致的测量外值，旋转平均化任务本身并不容

易。这种情况在从因特网上下载得到的图像集合中更为显著[1]。为应

对该情况，现有旋转平均化方法或力图设计鲁棒的损失函数，使得估

计绝对旋转时的优化过程更加鲁棒[7, 25~28]，或尝试开发有效的外值滤

除策略以净化被外值污染的外极几何图[29~31]。然而，上述方法在精度

与鲁棒性等方面仍存在不足。 

特征提取 特征匹配 几何验证

种子重建 位姿估计 场景拓展 中阶优化

对应关系获取

增量式相机位姿初始化

图像

集合

场景结构

相机位姿

 

图 1-4 增量式 SfM 常见流程图 

对于平移平均化，通常认为相对于旋转平均化而言其难度更大，

原因有如下三点：1）不同于相对旋转，对于相对平移，本质矩阵中

仅包含其方向信息，即获取的相对平移具有尺度不确定性[20]；2）相

对于相对旋转，相对平移的估计精度更容易受特征误匹配的影响[20]；

3）对于平移平均化方法，仅可唯一确定处于同一平行刚性分支中的

相机绝对位置[32]，而旋转平均化方法可唯一确定处于同一连通分支

中的相机绝对旋转。针对上述问题，现有平移平均化方法主要聚焦于：



4 

 

1）设计恰当的损失函数形式及其优化方式[32~35]，2）开发外极几何图

的滤除或优化策略[9, 24]，3）尝试借助一些其他辅助信息，例如特征点

轨迹[23, 36]、相机三元组[8, 37]、矩阵秩约束[38~39]等。然而，对于复杂损

失形式及其优化方法，预处理操作，或附加信息等的过多依赖使得上

述方法较为复杂且效率较低，并且也在精度与鲁棒性等方面存在不足。 

特征提取 特征匹配 几何验证

旋转平均 平移平均 场景计算 全局优化

对应关系获取

全局式相机位姿初始化

图像

集合

场景结构

相机位姿

 

图 1-5 全局式 SfM 常见流程图 

另外，现有的旋转平均化与平移平均化方法大多将外极几何图看

作一个整体进行处理。然而随着待重建场景规模的增大，其外极几何

图中的顶点与边的数量也相应变大，这会导致现有方法效率明显下降。

与此同时，在规模更大的外极几何图上更容易出现顶点的度（degree）

差异较大，即不同顶点连接紧密程度差异较大的情况，这会使得外极

几何图的运动平均化可解性变差[40]。 

针对上述在现有旋转与平移平均化方法中存在的问题，本文在大

规模运动平均化的高效性与鲁棒性问题研究方面开展了一些初步探

索，将增量式参数估计，随机抽样一致性，分而治之策略等思想融入

到运动平均化过程，在滤除相机的相对旋转、平移测量外值的同时估

计相机的绝对朝向与位置，以期实现简单、高效、精确、鲁棒的大规

模运动（旋转、平移）平均化。 

1.2  研究现状 

本节对现有的具有代表性的旋转平均化与平移平均化方法分别

进行了概述。 

1.2.1 旋转平均化 

现有的旋转平均化方法主要包括基于鲁棒损失的，基于外值滤除

的，基于增量估计的，以及基于深度学习的方法四类，分别概述如下。 

(1) 基于鲁棒损失的旋转平均化 
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基于鲁棒损失的旋转平均化方法[7, 25~28]尝试设计鲁棒损失函数

并将其引入到参数优化过程，以实现在相对旋转测量外值存在的情况

下的绝对旋转的鲁棒估计。Hartley 等人[25]在ℓ1范数意义下对旋转平

均化问题进行了研究，他们提出了一种基于 Weiszfeld 算法的旋转平

均化方法。在参数估计的过程中，他们采取了一种分布式平均化的方

法。Crandall 等人[26]提出了一种两步式旋转平均化方法。在第一步中，

他们采用基于 Markov 随机场的离散置信传播方法对绝对旋转进行初

始化。在第二步中，他们采用基于 Levenberg-Marquardt 算法的非线

性优化方法对绝对旋转进行调优。Chatterjee 与 Govindu[7]也提出了一

种两步式旋转平均化方法，他们首先将ℓ1范数下的最优解作为绝对旋

转初值，然后利用基于 Geman-McClure 损失的迭代重加权最小二乘

（Iteratively Reweighted Least Squares, IRLS）算法对该初值进行优化

以实现高效、鲁棒的绝对旋转求解。之后，上述作者[27]又对其前述工

作[7]进行了扩展。在其扩展工作中，第一步的绝对旋转初始化与前述

工作一致，对于第二步基于 IRLS 的绝对旋转优化，作者对不同的鲁

棒损失函数进行了较为详尽的测评，最终得出的结论为ℓ1
2

损失函数性

能最优。Shi 等人[28]提出了一种新型鲁棒优化框架，消息传播最小二

乘（Message Passing Least Squares, MPLS）。作者将其用作对于旋转

平均化任务中的 IRLS 的替代品，并对其相对于 IRLS 的优越性进行

了理论分析。尽管上述方法在一定程度上对相对旋转测量外值较为鲁

棒，这些方法中的优化方式对初始化效果依赖较为严重，并且由于其

相对复杂的问题定义形式，效率通常较低。 

(2) 基于外值滤除的旋转平均化 

相对于上述基于鲁棒损失的方法，基于外值滤除的旋转平均化方

法[29~31]在原理上更加直观。此类方法通常遵循先清理后优化的策略，

即先探测并滤除原始外极几何图上的相对旋转测量外值，后利用现有

的旋转平均化方法处理净化后的外极几何图，实现绝对旋转的估计。

Govindu[29]提出了一个基于 RANSAC 的旋转平均化方法，该方法采

用随机深度优先搜索的方式在外极几何图上产生随机生成树，并将随

机生成树用于绝对旋转的初始化以及相对旋转的外值探测。Zach 等

人[30]提出了一种用于相对旋转测量外值滤除的回环一致性约束。该

工作对外极几何图中多个回路的统计信息进行了收集，并将收集到的
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统计信息送入置信传播公式中实现测量外值的识别。Cui 等人[31]提出

了一个基于多棵正交最大生成树（Orthogonal Maximum Spanning 

Trees, OMSTs）的旋转平均化方法。基于从统计学角度的对相对旋转

测量值的精度与特征点匹配对数呈正相关的观察，作者通过特征点匹

配对数对原始的外极几何图进行加权，并从中选取了多棵 OMSTs，

以获取连接足够紧密并且精度相对更高的相对旋转集合用于后续的

旋转平均化。然而，相对旋转外值滤除与绝对旋转估计是一个“鸡生

蛋还是蛋生鸡”的问题，这是因为当且仅当已经对绝对旋转进行了精

确估计后才能实现对相对旋转测量外值的有效滤除。 

(3) 基于增量估计的旋转平均化 

在旋转平均化方法中，还存在一类基于增量估计的方法[41~42]，该

类方法通常集成于同时定位与构图（Simultaneous Localization And 

Mapping, SLAM）系统之中。Bustos 等人[41]对其 SLAM 系统中的各

关键帧迭代进行局部旋转平均化，并且当检测到回环时进行全局旋转

平均化。该方法中的局部与全局平均化均采用方法[7]实现。Chng 等

人[42]提出的方法在原理上与方法[41]类似，两者的主要区别在于在进

行局部旋转平均化时，方法[42]估计的绝对旋转不再锚定于当前局部

外极几何图的第一个顶点，而是锚定于多个相邻顶点上以缓解链式效

应。然而，上述两方法均未借助中间结果进行外值探测与滤除，并且

它们频繁调用[7]中的较为复杂的优化方法致使其效率较低。另外，上

述两方法的基本假设使得它们仅适用有序图像集合，而无法处理无序

图像集合，如 1DSfM 数据集[9]。 

(4) 基于深度学习的旋转平均化 

近年来，借助于深度神经网络强大的推断能力，出现了若干基于

深度学习的旋转平均化方法[43~44]。Purkait 等人[43]提出了 NeuRoRA，

一种基于图神经网络的两步式旋转平均化方法。其第一步是通过一个

外极几何图清理网络探测相对旋转测量外值，第二步是采用一个微调

网络来优化相机绝对旋转。然而，上述网络并非可以端到端训练的，

并且这种分步式方法存在步骤二对步骤一的初始化结果非常敏感的

情况。Yang 等人[44]提出了一种可以端到端训练的旋转平均化神经网

络。该方法设计了一种多源传播器（Multi-Source Propagator, MSP），

可以通过将图卷积迭代式应用于输入的外极几何图来计算相机绝对
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旋转的初值。另外，该方法还设计了一个可以利用图像内容与特征点

对应关系的外形几何融合网络，用于评测外极几何图中各条边的质量，

以更好地实现基于 MSP 的绝对旋转初始化。然而，基于深度学习的

方法对训练数据依赖较为严重，使得此类方法在面对全新测试环境时

泛化性与鲁棒性相对较差。 

1.2.2 平移平均化 

基于依赖的不同鲁棒性操作，现有的平移平均化主要包括基于鲁

棒优化的，基于预先处理的，以及基于信息增强的方法三类。值得注

意的是，本节讨论的绝大多数方法均包含不止一种鲁棒性操作，而此

处仅讨论其最有代表性的。 

(1) 基于鲁棒优化的平移平均化 

基于鲁棒优化的平移平均化方法[32~35]尝试设计合适的损失函数

形式以及对应的优化方式以使得此类方法对相对平移测量值更加鲁

棒。Govindu[33]提出了一种基于最小化相对平移测量值与根据绝对平

移估计值反算的相对平移估计值之间向量积的平移平均化方法，该方

法的目标函数最小化的是代数误差而非几何误差。并且，该方法采用

了一种专门设计的迭代重加权方式以期减小因基线长度的差别导致

的对相机绝对位置估计结果的影响。LUD[32]与 ShapeFit/Kick[34]算法

均设计了基于端点距离的损失函数，其中 LUD[32]采用的是最小化松

弛端点距离而 ShapeFit/Kick[34]采用的是最小化相对平移估计值到相

对平移测量值生成空间的正交补（the orthogonal complement of the 

span）的投影模长。上述两种算法分别采用 IRLS 与交替方向乘子法

（Alternating Direction Method of Multipliers, ADMM）进行求解。通

过观察到基于角度的损失函数对相对平移测量外值更加鲁棒，Zhuang

等人[35]提出了 BATA 算法，该算法也通过 IRLS 进行求解并且可以取

得更高精度的估计结果。尽管上述方法对测量外值相对较为鲁棒，其

中定义的损失函数形式通常较为复杂，这会导致这类方法的优化方式

也相应较为复杂。另外，这类方法通常要求进行预处理[32, 34]或者初始

化[35]，否则产生的估计结果精度会较差。 

(2) 基于预先处理的平移平均化 

基于预先处理的平移平均化方法[9, 24]企图探测并滤除相对平移
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测量外值[9]或者对外极几何图进行优化使其近似一致[24]。通过引入上

述预处理步骤，后续的相机绝对位置估计步骤变得更加简单、直接。

Wilson 等人[9]提出了 1DSfM 算法，用于相对平移测量值外值滤除。

该方法的基本思想是通过将相对平移投影至若干所谓的一维方向上，

而在此若干次投影过程中，相对平移测量值外值并不会一直与其他相

对平移测量值在端点投影顺序上保持一致。然后，上述外值滤除问题

可归结为一个组合排序问题并通过最小反馈弧集（minimum feedback 

arc set）算法进行求解。Sweeney 等人[24]提出了一种用于全局式 SfM

的外极几何图优化方法。该方法采用基于三元组的图扩增方法构建了

原始外极几何图的一个子图，并引入回环一致性约束对该子图进行了

优化。然而，上述预处理操作以及它们用到的额外信息（方法[9, 24]

中的特征点轨迹以及方法[24]中的相机三元组）会使得上述方法的简

洁性与效率变差。另外，根据[9]与[24]中的报导，若不进行最终的全

局捆绑调整，由于其中相对简单的优化方式[9, 24]以及不完全一致的外

极几何图[24]，这两种方法精度相对较差。 

(3) 基于信息增强的平移平均化 

基于信息增强的平移平均化尝试借助一些其他辅助信息，诸如特

征点轨迹[23, 36]、相机三元组[8, 37]、矩阵秩约束[38~39]等，以获取更加精

确的平移平均化结果。在[23]与[36]中，特征点轨迹被分别用于构建

稀疏深度图与相机位置约束。而在[37]与[8]中，相机三元组被分别用

于消除相机位置的尺度不确定性与优化相对平移。尽管上述操作提高

了方法的鲁棒性，但对于基于特征点轨迹与相机三元组的方法分别引

入了更多的参数与约束，从而使得上述方法的简洁性与效率变差。除

了特征点轨迹与相机三元组，矩阵秩约束也是一种针对平移平均化问

题的常用辅助信息。Kasten 等人[38]提出了一种本质矩阵平均化方法，

该方法可以基于矩阵秩约束同时估计相机的绝对旋转与绝对位置。随

后，该方法在工作[39]中进行了拓展，使其能应用于相机未标定以及

直线运动的情形。尽管此类新型流程可以对旋转平均化与平移平均化

问题进行同时求解，其推导与优化过程相对来讲均较为复杂，并且这

类方法的估计精度还不足以彻底取代目前常见的先旋转后平移的运

动平均化流程。 
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1.3  预备知识 

本节对旋转平均化与平移平均化所用到的预备知识分别进行简

述。对于旋转平均化与平移平均化问题，其主要输入均为外极几何图，

记为𝒢 = (𝒱, ℰ)，该图中共有|𝒱|个相机顶点以及|ℰ|条外极几何边。 

1.3.1 旋转平均化 

对于旋转平均化问题，𝒢中的每个顶点𝑣𝑖 ∈ 𝒱分别对应各相机的

绝对旋转𝑹𝑖，每条边𝑒𝑖𝑗 ∈ ℰ分别对应各匹配图像对之间的相对旋转测

量值𝑹𝑖𝑗。在此基础上，可对旋转平均化问题进行定义： 

{𝑹𝑖
∗} = argmin ∑ 𝜌(𝑑𝑅(𝑹𝑖𝑗 , 𝑹𝑗𝑹𝑖

T))
𝑣𝑖,𝑣𝑗∈𝒱

𝑒𝑖𝑗∈ℰ

 

其中，{𝑹𝑖
∗}为最终估计的相机绝对旋转集合，𝜌(∙)为用于鲁棒优化的

损失函数，𝑑𝑅(∙,∙)为用于计算两个旋转矩阵之间距离的距离函数。由

于本文涉及到的旋转平均化算法对测量外值较为鲁棒，在此选用简单、

常用的ℓ2范数作为损失函数；另外，对于距离函数，此处选择绝大多

数相关工作[7, 27, 31, 45]同样使用的角度距离函数𝑑𝜃
𝑅(∙,∙)，其定义如下： 

𝑑𝜃
𝑅(𝑹1, 𝑹2) =

‖log(𝑹2𝑹1
T)‖

𝐹

√2
= cos−1

tr(𝑹2𝑹1
T) − 1

2
 

其中，log(𝑹) = [𝝎]×，[𝝎]×为向量𝝎的反对称矩阵形式，𝝎 = 𝜃𝒏为旋

转矩阵的轴角表示[27]。基于上述距离函数，可对相对旋转𝑹𝑖𝑗进行内

外值判：当条件𝑑𝜃
𝑅(𝑹𝑖𝑗 , 𝑹𝑗

∗𝑹𝑖
∗T) < 𝜃𝑡ℎ

𝑅 满足时， 𝑹𝑖𝑗为内值，其中𝜃𝑡ℎ
𝑅 为

旋转角度距离阈值。根据上述描述，本文中的旋转平均化问题可进一

步定义如下： 

{𝑹𝑖
∗} = argmin ∑ 𝑑𝜃

𝑅(𝑹𝑖𝑗 , 𝑹𝑗𝑹𝑖
T)
2

𝑣𝑖,𝑣𝑗∈𝒱

𝑒𝑖𝑗∈ℰ

 

1.3.2 平移平均化 

对于平移平均化问题，𝒢中的每个顶点𝑣𝑖 ∈ 𝒱分别对应各相机的

绝对位置𝒄𝑖，每条边𝑒𝑖𝑗 ∈ ℰ分别对应各匹配图像对之间的相对平移测
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量值𝒕𝑖𝑗。另外需要注意的是，在进行平移平均化之前，需要根据由旋

转平均化得到的绝对旋转估计值{𝑹𝑖
∗}，将定义于两视图局部坐标系下

的相对平移𝒕𝑖𝑗变换到全局坐标系下，即𝒄𝑖𝑗。其计算方法定义如下：

𝒄𝑖𝑗 = −𝑹𝑗
∗T𝒕𝑖𝑗。在此基础上，可定义本文中的旋转平均化问题： 

{𝒄𝑖
∗} = argmin ∑ 𝑑𝑐ℎ

𝑡 (𝒄𝑖𝑗 ,
𝒄𝑗 − 𝒄𝑖

‖𝒄𝑗 − 𝒄𝑖‖2

)

2

𝑣𝑖,𝑣𝑗∈𝒱

𝑒𝑖𝑗∈ℰ

 

其中，{𝒄𝑖
∗}为最终估计的相机绝对位置集合，𝑑𝑐ℎ

𝑡 (𝒖, 𝒗) = ‖𝒖 − 𝒗‖2为

𝑆2空间上的弧距，其同样用于 1DSfM 算法[9]。另外，本文采用如下

方法对𝒄𝑖𝑗进行内外值判别：当条件𝑑𝜃
𝑡 (𝒄𝑖𝑗 ,

𝒄𝑗−𝒄𝑖

‖𝒄𝑗−𝒄𝑖‖2
) < 𝜃𝑡ℎ

𝑡 满足时，𝒄𝑖𝑗

为内值，其中𝑑𝜃
𝑡 (𝒖, 𝒗) = cos−1(𝒖 ∙ 𝒗)为𝑆2空间上的角度距离，𝜃𝑡ℎ

𝑡 为

平移角度距离阈值。 

另外，不同于旋转平均化问题可通过简单链式计算（𝑹𝑗 = 𝑹𝑖𝑗𝑹𝑖）

获取新的绝对旋转估计值，为对相机绝对位置进行序列式估计，需要

引入相机三元组以消除相对平移中的尺度不确定性。本文采用的是已

知绝对旋转的线性三焦张量算法[37]。具体来说，对于一个相机三元组

𝑡𝑖𝑗𝑘来说，给出其全部三个相对平移测量值{𝒄𝑖𝑗 , 𝒄𝑖𝑘 , 𝒄𝑗𝑘}以及三个绝对

相机位置{𝒄𝑖 , 𝒄𝑗 , 𝒄𝑘}中的任意两个，另外一个可以通过一种高效且几

何意义上最优的方式进行计算。以𝒄𝑘为例，其可通过下式对其进行计

算： 

𝒄𝑘 =
1

2
(𝑹𝑖(𝜃𝑖

′)𝑠𝑖𝑗
𝑖𝑘(𝒄𝑗 − 𝒄𝑖) + 𝑹𝑗(−𝜃𝑗

′)𝑠𝑖𝑗
𝑗𝑘
(𝒄𝑖 − 𝒄𝑗) + 𝒄𝑖 + 𝒄𝑗) 

其中，𝑹𝑖(𝜃𝑖
′)为一个绕轴𝒄𝑖𝑗 × 𝒄𝑖𝑘逆时针旋转𝜃𝑖

′角度的旋转矩阵，𝜃𝑖
′为

𝒄𝑖𝑗与𝒄𝑖𝑘之间的夹角，𝑠𝑖𝑗
𝑖𝑘为基线长度‖𝒄𝑘 − 𝒄𝑖‖2与‖𝒄𝑗 − 𝒄𝑖‖2之间的比

值，即𝑠𝑖𝑗
𝑖𝑘 =

‖𝒄𝑘−𝒄𝑖‖2

‖𝒄𝑗−𝒄𝑖‖2
=

sin𝜃𝑗
′

sin𝜃𝑘
′。与之类似，𝒄𝑖与𝒄𝑗也可分别通过下式进

行计算： 

𝒄𝑖 =
1

2
(𝑹𝑗(𝜃𝑗

′)𝑠𝑗𝑘
𝑖𝑗
(𝒄𝑘 − 𝒄𝑗) + 𝑹𝑘(−𝜃𝑘

′ )𝑠𝑗𝑘
𝑖𝑘(𝒄𝑗 − 𝒄𝑘) + 𝒄𝑗 + 𝒄𝑘) 

𝒄𝑗 =
1

2
(𝑹𝑖(−𝜃𝑖

′)𝑠𝑖𝑘
𝑖𝑗(𝒄𝑘 − 𝒄𝑖) + 𝑹𝑘(𝜃𝑘

′ )𝑠𝑖𝑗
𝑗𝑘(𝒄𝑖 − 𝒄𝑘) + 𝒄𝑖 + 𝒄𝑘) 
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1.4  评测基准 

本节对本文中所用到的评测环境，评测数据，以及基于此的评测

方法进行简要介绍。 

1.4.1 评测环境 

本文提出的旋转平均化与平移平均化方法均在 Windows 10 平台

下基于 Visual Studio 2019 开发，使用的 CPU 型号为 Intel I7-9750H、

主频为 2.60GHz，设备内存为 32GB。 

1.4.2 评测数据 

本文使用的测评数据为 1DSfM 数据集[9]，该数据集包含 14 组测

评数据，所有图像均从因特网上下载获得，每组数据对应一个建筑场

景。各组数据匹配图像对之间的特征匹配对数以及相对旋转、平移测

量值均有提供。另外，增量式 SfM 中的代表性方法 Bundler[1]的相机

标定结果在 1DSfM 数据集中也有提供，在此将其相机绝对旋转与绝

对位置的估计结果分别作为旋转平均化与平移平均化的评测真值。 

表 1-1 1DSfM 数据集元数据 
 |𝒱| |𝒱GT| |ℰ| 𝑛̃𝑖𝑗 𝑛̅𝑖𝑗 𝑟̃𝑖𝑗

𝑅 𝑟̅𝑖𝑗
𝑅 𝑟̃𝑖𝑗

𝑡  𝑟̅𝑖𝑗
𝑡  

ALM 627 577 97206 105 192 2.78° 9.09° 4.65° 18.80° 

ELS 247 227 20297 106 160 2.89° 12.50° 8.75° 36.66° 

GDM 742 677 48144 73 144 12.30° 33.33° 26.87° 52.65° 

MDR 394 341 23784 61 128 9.34° 29.30° 13.46° 36.30° 

MND 474 450 52424 180 310 1.67° 7.51° 3.33° 18.61° 

NYC 376 332 20680 80 167 4.22° 14.14° 7.18° 28.86° 

PDP 354 338 24710 87 128 1.81° 8.38° 3.07° 21.75° 

PIC 2508 2152 319257 56 97 4.93° 19.09° 2.92° 7.71° 

ROF 1134 1084 70187 65 188 2.97° 13.83° 4.01° 30.19° 

TOL 508 472 23863 81 220 2.60° 11.58° 2.63° 19.92° 

TFG 5433 5058 680012 71 109 3.01° 8.62° 6.56° 23.67° 

USQ 930 789 25561 87 150 3.61° 9.02° 20.32° 43.22° 

VNC 918 836 103550 229 408 2.59° 11.26° 4.24° 24.47° 

YKM 458 437 27729 112 245 2.68° 11.16° 3.40° 21.20° 

1DSfM 数据集中各测试数据的元数据如表 1-1 所示，各测试数

据的名称缩写参照文献[27]，表格中的|𝒱|，|ℰ|，以及|𝒱GT|分别表示

外极几何图中的顶点与边的数量，以及带有真值的顶点数量。𝑛̃𝑖𝑗与
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𝑛̅𝑖𝑗分别表示各测试数据匹配图像对之间的特征匹配对数的中值与均

值，𝑟̃𝑖𝑗
𝑅与𝑟̅𝑖𝑗

𝑅分别表示相对旋转测量值的误差中值与均值，𝑟̃𝑖𝑗
𝑡与𝑟̅𝑖𝑗

𝑡分别

表示相对平移测量值的误差中值与均值。由表 1-1 可知：1）在大部

分情形下，相对旋转与相对平移测量值的精度均与特征匹配对数正相

关；2）整体上讲，相对旋转测量值的精度高于相对平移测量值。另

外，图 1-6 以及图 1-7 展示了各测试数据采用开源三维重建软件

COLMAP[6]进行稀疏重建的定性结果。其中，红色四棱锥代表估计的

相机绝对位姿。 

  

Alamo (ALM)                     Ellis Island (ELS) 

  

Gendarmenmarkt (GDM)            Madrid Metropolis (MDR) 

  

Montreal Notre Dame (MND)             NYC_Library (NYC) 

图 1-6 1DSfM 数据集 COLMAP 稀疏重建结果 
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Piazza del Popolo (PDP)                 Piccadilly (PIC) 

  

Roman Forum (ROF)                Tower of London (TOL) 

  

Trafalgar (TFG)                    Union Square (USQ) 

  

Vienna Cathedral (VNC)                 Yorkminster (YKM) 

图 1-7 1DSfM 数据集 COLMAP 稀疏重建结果（续） 
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1.4.3 评测方法 

在对本文方法进行测评时，主要包括两方面：外值滤除效果与参

数估计精度，分别介绍如下。 

(1) 外值滤除效果评测方法 

由于本文提出的一系列旋转平均化与平移平均化方法均符合在

滤除测量外值的同时估计参数这一方式，在此先对本文中用到的外值

滤除效果评测方法进行介绍。首先可以根据相机绝对旋转与位置真值

以及相对旋转、平移测量值获取相对旋转、平移测量内值真值集合，

ℰGT
𝑅 以及ℰGT

𝑡 ，计算过程分别如下： 

{
 
 

 
 ℰGT

𝑅 = {𝑑𝜃
𝑅 (𝑹𝑖𝑗 , 𝑹𝑗

GT𝑹𝑖
GTT) < 𝜃𝑡ℎ

𝑅 }

ℰGT
𝑡 = {𝑑𝜃

𝑡 (𝒄𝑖𝑗 ,
𝒄𝑗
GT − 𝒄𝑖

GT

‖𝒄𝑗
GT − 𝒄𝑖

GT‖
2

) < 𝜃𝑡ℎ
𝑡 }

for 𝑣𝑖 , 𝑣𝑗 ∈ 𝒱GT, 𝑒𝑖𝑗 ∈ ℰ

 

其中，{𝑹𝑖
GT}以及{𝒄𝑖

GT}分别为相机绝对旋转以及绝对位置的真值集合。

另外，对于某种旋转平均化或者平移平均化方法X，可获取其估计结

果对应的相对旋转或相对平移测量内值集合ℰX
𝑅以及ℰX

𝑡，计算过程分

别如下： 

{
 
 

 
 ℰX

𝑅 = {𝑑𝜃
𝑅 (𝑹𝑖𝑗 , 𝑹𝑗

X𝑹𝑖
X𝑇) < 𝜃𝑡ℎ

𝑅 }

ℰX
𝑡 = {𝑑𝜃

𝑡 (𝒄𝑖𝑗 ,
𝒄𝑗
X − 𝒄𝑖

X

‖𝒄𝑗
X − 𝒄𝑖

X‖
2

) < 𝜃𝑡ℎ
𝑡 }

for 𝑣𝑖 , 𝑣𝑗 ∈ 𝒱, 𝑒𝑖𝑗 ∈ ℰ

 

其中，{𝑹𝑖
X}以及{𝒄𝑖

X}分别为方法X获取的相机绝对旋转以及绝对位置

的估计值集合。在此基础上，可通过精度、召回率、以及 F-Score 三

个评测指标对不同方法的外值滤除效果进行评测。上述评测指标分别

计算如下： 

𝑃 =
|ℰX
(𝑅|𝑡)

∩ ℰGT
(𝑅|𝑡)

|

|ℰX
(𝑅|𝑡)

|
, 𝑅 =

|ℰX
(𝑅|𝑡)

∩ ℰGT
(𝑅|𝑡)

|

|ℰGT
(𝑅|𝑡)

|
, 𝐹 =

2𝑃𝑅

𝑃 + 𝑅
 

(2) 参数估计精度评测方法 

为对旋转平均化结果进行精度评测，本文参照文献[7]与[27]，首
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先在绝对旋转真值与估计值集合之间估计一个最优的相对旋转；然后

利用该相对旋转将绝对旋转估计值逐一对齐至对应绝对旋转真值，并

估计它们之间的角度误差；最后，基于某种评测指标，即可对旋转平

均化结果进行评测。与文献[7]，[25]，[27]一致，本文选择采用绝对

旋转的中值估计误差作为评测指标。尽管在某些文献中也会采用均值

估计误差[31, 40, 46]，作者相信由于对于估计的绝对旋转外值更为鲁棒，

此处采用的基于中值误差的旋转平均化精度评测方法相对来讲更为

合理。 

对于平移平均化，首先需要注意的是，在进行精度计算与比较时，

采用的平移平均化结果均为最终的全局捆绑调整之前的结果，并且以

Bundler 估计的相机绝对位置作为真值。原因有如下三点：1）由于此

处的研究问题为平移平均化，而非 SfM，因此对不同平移平均化方法

的直接输出（即捆绑调整前的相机定位结果）进行报导与比较相对来

讲更为合理；2）绝大多数旋转平均化方法[23~24, 32, 34~36, 39, 47~48]均未提

供开源代码，并且均以 Bundler 结果作为真值，因此对于本文来说，

采用同样的真值来源（Bundler 结果）是一种水到渠成并且似乎是唯

一可行的方式；3）Bundler 的相机定位精度高于进行最终全局式捆绑

调整之前的任何平移平均化方法是确定无疑的，但是该精度优势对于

捆绑调整之后的情况不一定还能继续维持，这种情况之下将 Bundler

结果继续作为真值是不恰当的。 

为对平移平均化方法进行精度评测，与现有的绝大多数平移平均

化方法[9, 23~24, 32, 34~36, 38]类似，本文首先估计一个在绝对位置真值集合

与估计值集合之间的全局相似变换；然后利用该相似变化将绝对位置

估计值逐一对齐至对应绝对位置真值，并估计它们之间的位置误差；

最后，基于某种特定评测指标，即可对平移平均化结果进行评测。与

文献[24]，[36]，[48]一致，本文选择采用绝对位置的中值估计误差作

为评测指标。尽管在某些文献中也会采用均值估计误差，作者相信由

于对于估计的绝对位置外值更为鲁棒，此处采用的基于中值误差的平

移平均化精度评测方法相对来讲更为合理。 

1.5  内容安排 

本节对本文的研究内容与结构安排进行简要介绍。 
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1.5.1 研究内容 

本文的研究内容主要包括如下三个方面： 

1）针对外极几何图中相对旋转测量外值过多，现有方法对其鲁

棒性较差的问题，提出了基于增量式参数估计的增量式旋转平均化方

法，在滤除相对旋转测量外值的同时对绝对旋转进行估计； 

2）针对在大规模场景下增量式旋转平均化方法与基于 RANSAC

旋转平均化方法分别存在的误差累积、拓展性差以及最小集大、一致

集获取困难等问题，将分而治之的思想引入上述两方法，提出了分布

增量式旋转平均化与层级 RANSAC 旋转平均化方法，提升了算法的

精度、效率、鲁棒性以及拓展性； 

3）针对平移平均化的特点与难点，将增量式旋转平均化拓展至

平移平均化问题，实现了对该问题的精确、高效、简洁、鲁棒的求解。 

1.5.2 结构安排 

本文的结构安排如下： 

第一章为绪论，介绍了本文的研究背景，研究现状，预备知识，

对提出方法的评测基准，以及对本文研究内容与结构安排进行简介； 

第二章为增量式旋转平均化方法，介绍了如何将增量式 SfM 中

采用的增量式参数估计流程引入旋转平均化问题，以对其进行精确、

鲁棒、高效求解； 

第三章为层级式旋转平均化方法，介绍了基于分治策略的思想的

层级式旋转平均化流程，以及基于该流程的两种新型层级式旋转平均

化方法及其优势； 

第四章为增量式平移平均化方法，介绍了如何将增量式旋转平均

化方法拓展至平移平均化问题，以及该方法相对于现有方法的优势； 

第五章为总结与展望，对本文工作进行了总结，并对未来可能的

研究方向进行了展望。 
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2. 增量式旋转平均化 

2.1  引言 

为了实现更加准确、鲁棒的绝对旋转估计，受已广泛研究的增量

式 SfM 方法启发，本章提出了一种新型的旋转平均化方法。与传统

的旋转平均化方法相比，该方法不再同时估计所有的绝对旋转，而是

采用增量式的参数估计流程，依次估计各个相机的绝对旋转。该流程

与增量式 SfM 类似，因此将其命名为增量式旋转平均化。另外，为

进一步提升其精度与鲁棒性，在旋转平均化方法中还引入了若干同样

受增量式 SfM 方法启发的关键技术，包括初始三元组以及下一最优

视图（Next Best View，NBV）的选取策略，以及迭代过程中采用的

加权局部、全局优化，重旋转平均化技术等。  

本章工作的主要贡献包括以下两点：1）受增量式 SfM 流程启发

提出了一种增量式旋转平均化方法，该方法具有与增量式 SfM 类似

的参数估计准确以及对测量外值鲁棒的特点；2）参考增量式 SfM 中

的关键技术提出了几种应用于旋转平均化过程的关键技术，进一步推

进了旋转平均化结果。据作者所知，该方法为首个将增量式参数估计

流程应用于有序及无序图像集合的绝对旋转估计方法，并继承了该流

程准确、鲁棒的特点。 

2.2  方法介绍 

本章提出的增量式旋转平均化方法的输入为匹配图像对之间的

相对旋转测量值，记作{𝑹𝑖𝑗|𝑒𝑖𝑗 ∈ ℰ}。匹配图像对通常利用局部特征

匹配算法获取，如 SIFT 算法[15]。此外，考虑到 Cui 等人[31]相对旋转

的精度与特征匹配的数量在统计意义上呈正相关的观点，各匹配图像

对之间的特征匹配对数也作为本方法的输入，记作{𝑛𝑖𝑗|𝑒𝑖𝑗 ∈ ℰ}。与其

它旋转平均化方法相同，本方法的输出为每个相机优化后的绝对旋转：

{𝑹𝑖
∗|𝑣𝑖 ∈ 𝒱}。图 2-1 展示了本章提出的增量式旋转平均化方法的基本

流程：1）首先，利用基于局部优化的初始三元组选择策略进行初始

种子视图的选取和构建；2）其次，根据基于加权支撑集合的下一最

优视图选择策略决定顶点的添加顺序；3）在完成下一最优视图的选
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取和初始化后，对绝对旋转进行加权局部或者全局优化；4）在每次

执行全局优化后再进行一次重旋转平均化，进一步提升估计结果的准

确性和鲁棒性。 

相对旋转与
特征匹配数量

基于局部优化的
初始三元组选取

基于加权支撑集合的
下一最优视图选取

加权局
部优化

加权全
局优化

优化后的
绝对旋转

重旋转
平均化

增量式绝对旋转计算

 

图 2-1 增量式旋转平均化流程图 

2.2.1 基于局部优化的初始三元组选取 

初始种子的选择既是增量式从运动恢复结构技术中至关重要的

一步[1, 31, 49]，也是增量式旋转平均化方法中至关重要的一步。选择拥

有最大特征匹配对数的图像对是实现这一步骤最为直接的方法之一。

然而，当场景存在重复纹理或者对称结构的情况下，基于局部特征的

图像匹配结果有时并不可靠。另外，与图像对相比，图像三元组在外

点滤除和模型估计方面具有更强的鲁棒性[8, 24, 37]。考虑到以上因素的

影响，本章使用图像三元组代替图像对作为增量式旋转平均化方法的

初始种子，其选取策略描述如下。 

在介绍初始三元组选择策略之前，应当注意到，一个外极几何图

中通常包含许多相机三元组，当顶点数量很大时上述现象更为显著。

为使初始三元组的选取过程更加高效，本章方法中只考虑特征匹配数

量最大的前𝑛1条边所构成的三元组，被选中的三元组集合记作𝑡𝑖𝑗𝑘 ∈

𝒯∗。 

对于𝒯∗中的一个三元组𝑡𝑖𝑗𝑘，为获得相机在局部坐标系{𝑣𝑖 , 𝑣𝑗 , 𝑣𝑘}

中的绝对旋转，需要在这一局部坐标系下进行如下基于三元组的优化： 

𝑹𝑖
∗, 𝑹𝑗

∗, 𝑹𝑘
∗ = argmin ∑ (𝜔𝑖𝑗

0 𝑑𝜃
𝑅(𝑹𝑖𝑗 , 𝑹𝑗𝑹𝑖

T))
2

𝑣𝑖,𝑣𝑗∈𝒱𝑡𝑖𝑗𝑘
𝑒𝑖𝑗∈ℰ𝑡𝑖𝑗𝑘

 

其中，𝒱𝑡𝑖𝑗𝑘与ℰ𝑡𝑖𝑗𝑘分别表示为三元组𝑡𝑖𝑗𝑘构成的顶点与边集合，另外，

𝜔𝑖𝑗
0 = 𝑛𝑖𝑗 cos 𝑑𝜃

𝑅 (𝑹𝑖𝑗 , 𝑹𝑗
0𝑹𝑖

0T)表示三元组各条边的初始权重，该权重
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既考虑到了特征匹配数目也考虑到了相对旋转误差。可以看出，当特

征匹配数越多，相对旋转误差越小时，该边对应的权重越大。𝜔𝑖𝑗
0中

的𝑹𝑖
0, 𝑹𝑗

0, 𝑹𝑘
0代表三元组𝑡𝑖𝑗𝑘中绝对旋转的初始估计，可以通过该三元

组的最大生成树来获取。上述非线性加权最小二乘问题都是由 Ceres 

Solver1进行求解。 

完成上述优化后，𝒯∗中每个三元组的选择代价𝐶𝑖𝑗𝑘均可以通过

𝐶𝑖𝑗𝑘 = 𝜔𝑖𝑗
∗ +𝜔𝑖𝑘

∗ +𝜔𝑗𝑘
∗ 计算，其中，𝜔𝑖𝑗

∗ = 𝑛𝑖𝑗 cos 𝑑𝜃
𝑅(𝑹𝑖𝑗 , 𝑹𝑗

∗𝑹𝑖
∗T)代表

优化后各条边的权重。在此之后，可通过如下方式确定选取的初始三

元组： 

𝑖∗, 𝑗∗, 𝑘∗ = arg max {𝐶𝑖𝑗𝑘|𝑡𝑖𝑗𝑘 ∈ 𝒯
∗} 

在此基础上，对应于初始三元组的三个优化后的绝对旋转

𝑹𝑖∗
∗ , 𝑹𝑗∗

∗ , 𝑹𝑘∗
∗ 构成了增量式旋转平均化方法的初始种子。 

2.2.2 基于加权支撑集合的下一最优视图选取 

下一最优视图的选取是增量式 SfM 中的另一关键技术[1, 6, 50]，在

增量式旋转平均化的实现流程中也需要被认真考虑。下一最优视图可

以简单地选取为与当前已估计绝对旋转的相机中连接边数最多的相

机。然而，在外极几何图中，边集ℰ中不同的边𝑒𝑖𝑗对应不同的相对旋

转测量误差，在选择下一最优视图时不同的边不应将其同等对待。而

上述误差可以利用边上特征匹配数量和反算的旋转误差来衡量。为了

增强鲁棒性，本章提出了一种基于加权支持集合的下一最优视图选择

策略，具体内容描述如下: 

在外极几何图中，将已进行绝对旋转估计的顶点和未进行绝对旋

转估计的顶点分别记为𝑣𝑖 ∈ 𝒱1和𝒱2，可知𝒱1 ∪ 𝒱2 = 𝒱。下一最优视图

的选取是指从𝒱2选择一个合适的顶点，将其移至𝒱1中以使得增量式参

数估计的流程可以更加鲁棒。为了提高选择下一最优视图的效率，本

章方法只考虑𝒱2中与𝒱1中顶点共享最多边的前𝑛2个顶点。被选中的

顶点记作𝑣𝑚 ∈ 𝒱2
∗ ⊆ 𝒱2。 

对于𝒱2
∗中的每个顶点𝑣𝑚，获取其与𝒱1之间的边集并将其记作

𝑒𝑖𝑚 ∈ ℰ1𝑚。对于边集ℰ1𝑚中的每条边𝑒𝑖𝑚，顶点𝑣𝑚的绝对旋转可以通

                                                        
1 http://www.ceres-solver.org/ 
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过𝑹𝑚
𝑖 = 𝑹𝑖𝑚𝑹𝑖计算。理想情况下，旋转集合{𝑹𝑚

𝑖 |𝑒𝑖𝑚 ∈ ℰ1𝑚}中的每个

旋转值𝑹𝑚
𝑖 应该相等。但在实际情况下，受到相对旋转集合{𝑹𝑖𝑚}中测

量误差和绝对旋转集合{𝑹𝑖}中估计误差的影响，这一现象不会发生。

为了进行下一最优视图的选取，此处对{𝑹𝑚
𝑖 }中每个绝对旋转的选取

代价计算如下： 

𝐶𝑚
𝑖 = ∑ 𝑛𝑗𝑚 cos 𝑑𝜃

𝑅(𝑹𝑚
𝑖 , 𝑹𝑚

𝑗
)

𝑣𝑗∈𝒱1
𝑒𝑗𝑚∈ℰ1𝑚

 

然后，集合{𝑹𝑚
𝑖 }中的代表性绝对旋转𝑹𝑚

𝑖∗通过下式选取： 

𝑖∗ = argmax{𝐶𝑚
𝑖 |𝑒𝑗𝑚 ∈ ℰ1𝑚} 

最终，下一最优视图被选为： 

𝑚∗ = argmax{𝐶𝑚
𝑖∗|𝑣𝑚 ∈ 𝒱2

∗} 

即本策略选中的下一最优视图对应的顶点为𝑣𝑚∗，其绝对旋转可初始

化为𝑹𝑚∗
𝑖∗ 。 

本章方法提出得基于加权支撑集合的下一最优视图选取策略通

过特征匹配数目和旋转误差对外极几何边进行加权，因而对相对旋转

测量外值的鲁棒性更强。 

2.2.3 加权局部/全局优化与重旋转平均化 

完成下一最优视图的选择后，顶点𝑣𝑚∗的绝对旋转已初始化为

𝑹𝑚∗
𝑖∗ 。对当前估计的绝对旋转进行局部或全局优化，可以使估计结果

更加精确和鲁棒。其中，局部优化是指仅优化最新估计的绝对旋转

𝑹𝑚∗而固定其它相机的绝对旋转，而全局优化表示对当前所有已估计

的绝对旋转{𝑹𝑖|𝑣𝑖 ∈ 𝒱1 ∪ {𝑣𝑚∗}}同时进行优化。考虑到效率问题，本

章方法借鉴 Wu 等人[5]的思想，在常规情况下仅进行局部优化，而只

有在当前已估计的绝对旋转的相机数量增长到一定的比率𝑟时，才进

行全局优化。与下一最优视图的选择相似，此处局部优化和全局优化

的执行也采用加权的方式进行。此外，为了应对增量式参数估计流程

中的漂移问题，在每次全局优化完成后，还需对外极几何图中已估计

绝对旋转的子图进行重旋转平均化，这一思想与 VSfM[5]中的重三角

测量类似。本章提出的加权局部/全局优化与重旋转平均化技术详述

如下。 
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(1) 加权局部优化 

在完成下一最优视图的选择和初始化的基础上，能够通过如下方

式获取ℰ1𝑚∗中的内值边集合ℰ1𝑚∗
𝕀 ： 

ℰ1𝑚∗
𝕀 = {𝑑𝜃

𝑅(𝑹𝑖𝑚∗ , 𝑹𝑚∗
𝑖∗ 𝑹𝑖

T) < 𝜃𝑡ℎ
𝑅 }

for 𝑣𝑖 ∈ 𝒱1, 𝑒𝑖𝑚∗ ∈ ℰ1𝑚∗
 

其中，𝕀代表内值。之后，采用如下方式对绝对旋转𝑹𝑚∗进行优化： 

𝑹𝑚∗
∗ = argmin ∑ (𝜔𝑖𝑚∗

𝕀 𝑑𝜃
𝑅(𝑹𝑖𝑚∗

𝕀 , 𝑹𝑚∗𝑹𝑖
T))

2

𝑣𝑖∈𝒱1

𝑒𝑖𝑚∗
𝕀 ∈ℰ1𝑚∗

𝕀

 

其中，各内值边对应的权重𝜔𝑖𝑚∗
𝕀 = 𝑛𝑖𝑚∗

𝕀 cos 𝑑𝜃
𝑅(𝑹𝑖𝑚∗

𝕀 , 𝑹𝑚∗𝑹𝑖
T)。 

(2) 加权全局优化 

加权全局优化与加权局部优化类似，首先通过下式从所有当前估

计的绝对旋转的边集合ℰ1 ∪ ℰ1𝑚∗中获取内值边集合(ℰ1 ∪ ℰ1𝑚∗)𝕀： 

(ℰ1 ∪ ℰ1𝑚∗)𝕀 = {𝑑𝜃
𝑅(𝑹𝑖𝑗 , 𝑹𝑗𝑹𝑖

T) < 𝜃𝑡ℎ
𝑅 }

for 𝑣𝑖 , 𝑣𝑗 ∈ 𝒱1 ∪ {𝑣𝑚∗}, 𝑒𝑖𝑗 ∈ ℰ1 ∪ ℰ1𝑚∗
 

其中，ℰ1代表𝒱1中所有顶点之间的边构成的集合。之后，绝对旋转集

合{𝑹𝑖|𝑣𝑖 ∈ 𝒱1 ∪ {𝑣𝑚∗}}通过如下方式进行优化： 

{𝑹𝑖
∗} = argmin ∑ (𝜔𝑖𝑗

𝕀 𝑑𝜃
𝑅(𝑹𝑖𝑗

𝕀 , 𝑹𝑗𝑹𝑖
T))

2

𝑣𝑖,𝑣𝑗∈𝒱1∪{𝑣𝑚∗}

𝑒𝑖𝑗∈(ℰ1∪ℰ1𝑚∗)
𝕀

 

其中，各内值边对应的权重𝜔𝑖𝑗
𝕀 = 𝑛𝑖𝑗

𝕀 cos 𝑑𝜃
𝑅(𝑹𝑖𝑗

𝕀 , 𝑹𝑗𝑹𝑖
T)。 

(3) 重旋转平均化 

得到经过全局优化的绝对旋转集合{𝑹𝑖
∗}后，再利用加权全局优化

中的方法分别重新计算内边集合以及对当前已估计的绝对旋转集合

进行再一次的全局优化。 

2.3  实验验证 

本节对本章中提出的增量式旋转平均化方法进行了较为详尽的

验证，包括参数设置评测，关键技术的消融实验，种子敏感度验证，

以及关于相对旋转测量外值滤除与绝对旋转估计精度、效率的对比实

验等。具体过程详述如下。 
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2.3.1 参数设置评测 

在本章提出的增量式旋转平均化方法中主要有 4 个预先定义的

参数，包括：1）在进行初始三元组选取时的预选边数𝑛1，2）在进行

下一最优视图选取时的预选顶点数𝑛2，3）旋转角度距离阈值𝜃𝑡ℎ
𝑅 ，以

及 4）用于控制局部与全局优化操作切换的增长比率𝑟。其中，本章方

法对𝑛1与𝑛2值的变化并不敏感，在实验中分别将其设为 100 与 10。

然而，参数𝜃𝑡ℎ
𝑅 与𝑟的值会对最终的旋转平均化结果有着显著影响。因

此，此处先对上述两参数的设置进行评测。 

表 2-1 旋转角度距离阈值𝜃𝑡ℎ
𝑅 与增长比率𝑟的参数设置评测结果 

 

在参数设置评测的过程中，采取的测评方式是固定其中一个参数

的值而改变另一个，并在各测试数据上进行旋转平均化操作，评测结

果如表 2-1 所示。其中，参数𝜃𝑡ℎ
𝑅 的变化范围与步长分别为[1°, 5°]以及

1°；参数𝑟的变化范围与步长分别为[110%, 150%]以及10%。表 2-1

的上半部分与下半部分分别为𝜃𝑡ℎ
𝑅 与𝑟的参数设置测评结果；其左半部

分与右半部分分别为以角度为单位的估计误差中值以及以秒为单位

的运行时间。另外需要注意，在对参数𝜃𝑡ℎ
𝑅 进行设置评测时，𝑟的值固

定为140%；在对参数𝑟进行设置评测时，𝜃𝑡ℎ
𝑅 的值固定为3°。 
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由表 2-1 可知，本章方法的估计精度对𝜃𝑡ℎ
𝑅 的取值较为敏感。对

于大部分测试数据，如 ALM，ELS，MND，NYC，PIC，TOL，VNC，

以及 YKM，随着𝜃𝑡ℎ
𝑅 值的增加，本方法估计精度下降。因此，对于上

述测试数据，更加严格的外值滤除策略可以获得更加干净的外极几何

图以及更加精确的绝对旋转估计结果。然后，对于其它测试数据，尤

其是 MDR，TFG，以及 USQ，本章方法的绝对旋转估计精度与𝜃𝑡ℎ
𝑅 的

取值变化并无明显关系。这是由于对于这几组测试数据，严格的角度

距离阈值产生了过多的假阴性（false-negative）相对旋转测量值误判，

这会导致在增量式计算的过程中绝对旋转的优化陷入局部极小值。另

外，对于所有的测试数据，运行时间均会随着𝜃𝑡ℎ
𝑅 值的增大而变长。

这是由于更大的𝜃𝑡ℎ
𝑅 会在整个流程的参数估计与优化时引入更多的约

束条件，进而使得整个流程效率降低。因此，为权衡估计精度与效率，

本章实验中将𝜃𝑡ℎ
𝑅 的值设置为3°。 

对于参数𝑟来讲，由表 2-1 可知，在大部分测试数据上本章方法

的估计精度对于𝑟的取值不太敏感。然而，TFG 数据是一个例外。随

着𝑟的取值变化，在 TFG 上的估计精度呈现出了一种不规则的变化趋

势。由表 1-1 可知，TFG 是 1DSfM 数据集中规模最大的测试数据，

因此，对于同样的增长比率𝑟，在 TFG 上两次相邻的全局优化之间通

过增量式计算估计的绝对旋转数量更多。因此，规模越大的测试数据

对𝑟的取值越敏感。另外，显而易见的是，随着𝑟取值的增大，所有测

试数据上的运行时间均会减小。基于表 2-1 中的评测结果，为权衡估

计精度与效率，本章实验中将𝑟的值设置为140%。 

另外，由表 2-1 可知，不管是对于𝜃𝑡ℎ
𝑅 还是𝑟，均不存在能够使全

部测试数据取得最优旋转平均化结果的全局统一的参数设置。然而，

作者认为对于某一参数在所有测试数据上的全局统一的参数设置可

以提升方法的鲁棒性。 

2.3.2 消融实验 

基于上述参数设置测评，在此通过若干消融实验验证本章方法提

出的各关键技术的有效性，包括基于局部优化的初始三元组选取

（Local Optimization-based Initial Triplet Selection, LOITS），基于加权

支撑集合的下一最优视图选取（Weighted Supporting Set-based NBV 
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Selection, WSSNS），以及加权局部/全局优化（Weighted Local/Global 

Optimization, WL/GO）与重旋转平均化（Re-Rotation Averaging, RRA）

等。各消融实验结果如表 2-2 所示。在进行结果分析前，先对表 2-2

中不同的消融实验的情形简介如下。 

表 2-2 不含 LOITS，WSSNS，加权，WGO，WLO，或 RRA 情形下的消融实

验结果，其中 w/o 表示不包含某关键技术 

 

不含 LOITS：在这种情形下，不进行 LOITS 操作，而将其利用特征

匹配对数最多的图像对进行初始化。 

不含 WSSNS：在这种情形下，不进行 WSSNS 操作，下一最优视图

选取为与当前已估计的绝对旋转集合中加权共享边数最多的相机。 

不含加权：在这种情形下，特征匹配对数与相对旋转误差在整个流程

中均不再考虑，即对外极几何图上的所有边同等对待。具体来说，在

此情形下将 2.2.3 节中的𝜔𝑖𝑚∗
𝕀 与𝜔𝑖𝑗

𝕀 的值均置为 1。 

不含 RRA：在这种情形下，在每次加权全局优化后不再进行重旋转

平均化操作。 

不含 WGO：在这种情形下，在增量式绝对旋转计算的过程中，加权

全局优化与重旋转平均化均不再进行，即在整个过程中仅对最新估计

的绝对旋转进行加权局部优化。 

不含 WLO：在这种情形下，在增量式绝对旋转计算的过程中，不再

有优化操作，即各新计算的绝对旋转仅将其定为通过基于加权支撑集

合的下一最优视图选取过程获取的初值。 

由表 2-2 可知，一方面来讲，在绝大多数的测试数据上，绝对旋

转估计精度在全部消融实验情形下均有所下降，这证实了本章方法提

出的各关键技术的有效性；另一方面来讲，显而易见的是，与原始方

法比较，对于绝大多数的消融实验情形，运行时间也均有下降。需要
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注意的是，本章方法的估计精度仅稍高于不含 LOITS 的情形（在所

有测试数据上的平均精度比较：1.59° 𝑣𝑠. 1.60°），这说明本章方法并

不过于依赖于初始种子的选取与构建。对于不含RRA，WGO，或WLO

的消融实验情形，其估计精度依次下降且运行时间也依次缩短。这是

由于在上述三种情形中优化操作与计算量依次减少。另外还有一点值

得注意的是，对于测试数据 TFG 来讲，其在不含 LOTIS 的消融实验

情形下的运行时间长于原始本章方法。上述现象的一个可能原因是本

章提出的初始三元组选取以及加权策略会加速优化过程的收敛。 

2.3.3 种子敏感度验证 

众所周知，增量式 SfM 对于初始种子选取较为敏感，为验证本

章方法对初始种子选取的敏感程度，在此进行了初始图像对敏感度实

验验证，实验结果如表 2-3 所示。其中，ℰ𝕀与ℰ𝕆分别表示外极几何图

内值与外值边集，𝑛𝑖𝑗与𝑟𝑖𝑗分别表示选取的外极几何边上的特征匹配

对数与相对旋转误差，𝑟̃表示旋转平均化估计的绝对旋转中值误差。 

表 2-3 初始图像对选取敏感度实验结果，𝑟𝑖𝑗及𝑟̃的单位：角度 
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在此初始图像对敏感度实验中，将初始图像对分别置为特征匹配

对数最多的外极几何内值/外值边连接的两幅图像，以及分别从ℰ𝕀与

ℰ𝕆随机选择的三条外极几何边连接的两幅图像。然后分别以选出的

不同图像对作为初始种子，利用本章方法进行旋转平均化操作。 

由表 2-3 可知：1）对于大多数测试数据，本章方法对初始图像

对的选取并不敏感，即使连接该图像对的外极几何边是外值边，或者

采用随机的方式进行初始图像对的选取；2）尽管对初始图像对的选

取不敏感，更加精确的初始图像对的选取更易于获得更精确的绝对旋

转估计。因此，与增量式 SfM 不同，本章方法对初始种子的选取与

构建不太敏感，这受益于相对于 SfM，旋转平均化涉及的优化问题更

为轻量化（更少的待估计参数量）以及本章提出的诸如 WSSNS 以及

WL/GO+RRA 等关键技术。 

2.3.4 对比实验 

在本节中，对本章提出的增量式旋转平均化方法在测量外值滤除

策略以及参数估计精度、效率等方面与其它旋转平均化方法进行了对

比实验。 

在对本章对比实验进行介绍之前，由于下文中还会提到，在此先

对其中的一个对比方法，基于加权随机生成树（Weighed Random 

Spanning Tree, WRST）的旋转平均化方法，的原理进行简要介绍。

WRST 方法主要包括两部分：加权随机树生成与基于 RANSAC 的旋

转平均化，下面分别进行介绍。 

对于旋转平均化问题，用于 RANSAC 的最小集合为从外极几何

图上获取的生成树的边集。因此，WRST 方法首先要采用随机的方式

进行树的生成，采用的思想为广度优先搜索。具体来说，将外极几何

图的第一个顶点作为树生成过程的起点。假设当前已被与未被生成树

覆盖的顶点集合分别记作𝒱1与𝒱2，𝒱1与𝒱2之间的边集记作ℰ12。从ℰ12
中随机选择一条边并将该边连接的𝒱2中的顶点由𝒱2移至𝒱1。迭代进

行上述随机选择过程，直至𝒱2成为空集。另外，由于在 RANSAC 流

程中希望随机获取的最小集合中至少有一次全为内值，WRST 中采用

加权的方式进行随机树的生成。具体来说，假设ℰ12中每条边被随机

选中的概率𝑃(𝑒𝑖𝑗)与其上的特征匹配对数成正比： 
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𝑃(𝑒𝑖𝑗) =
𝑛𝑖𝑗

∑ 𝑛𝑚𝑛𝑣𝑚∈𝒱1,𝑣𝑛∈𝒱2
𝑒𝑚𝑛∈ℰ12

 

在通过随机树生成获取最小集合之后，将其引入基于 RANSAC

的绝对旋转估计过程。各绝对旋转的初始化方式为首先获取根节点与

其他各节点之间的路径，然后通过对路径上经过边的相对旋转进行链

式计算。在此基础上，可以通过下式计算各随机生成树对应的支撑边

集： 

ℰ𝑡
𝕊 = {𝑑𝜃

𝑅 (𝑹𝑖𝑗 , 𝑹𝑗
𝑡𝑹𝑖

𝑡T) < 𝜃𝑡ℎ
𝑅 }

for 𝑣𝑖 , 𝑣𝑗 ∈ 𝒱, 𝑒𝑖𝑗 ∈ ℰ
 

其中，{𝑹𝑖
𝑡}为根据第𝑡棵随机生成树获取的绝对旋转集合初值，𝕊表示

支撑。通常情况下，在 RANSAC 过程中，会随机生成若干最小集合，

其中最优的最小集合为对应支撑集合元素数量最多的最小集合。

WRST 中随机生成的最小集合数量为 100。另外，WRST 在选取最优

的最小集合时也不仅是考虑支撑集合的元素数量|ℰ𝑡
𝕊|，而是再一次把

边上的特征匹配数纳入考虑，即下式最大的最小集合为最优最小集合： 

𝑡∗ = arg max ∑ 𝑛𝑖𝑗
𝑡

𝑒𝑖𝑗
𝑡 ∈ℰ𝑡

𝕊,

 

其中，{ℰ𝑡
𝕊}为各次迭代中生成的随机生成树的边集。然后，绝对旋转

可通过下式进行优化： 

{𝑹𝑖
∗} = argmin ∑ (𝜔𝑖𝑗

𝑡∗𝑑𝜃
𝑅(𝑹𝑖𝑗 , 𝑹𝑗𝑹𝑖

𝑇))
2

𝑣𝑖,𝑣𝑗∈𝒱

𝑒𝑖𝑗
𝑡∗∈ℰ𝑡∗

𝕊

 

其中，𝜔𝑖𝑗
𝑡∗ = 𝑛𝑖𝑗

𝑡∗ cos 𝑑𝜃
𝑅 (𝑹𝑖𝑗 , 𝑹𝑗

𝑡∗𝑹𝑖
𝑡∗𝑇)。 

(1) 测量外值滤除策略对比实验 

首先在测量外值滤除策略方面对本章方法与两个有代表性的基

于测量外值滤除的旋转平均化方法，WRST[29]以及 OMSTs[31]，进行

对比，对比结果如表 2-4 所示。另外，为分析不同滤除策略的有效性，

原始外极几何图的边集ℰ也参与各评测指标的计算。需要注意的是，

ℰ的召回率永远是100%，这是因为其包含所有的相对旋转测量值，当

然也会包含所有的相对旋转测量内值。 
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表 2-4 相对旋转测量外值滤除策略对比实验结果 

 

由表 2-4 可知，所有的相对旋转外值滤除策略得到的内值边集的

精度均高于原始外极几何图的边集，这在一定程度上说明了各方法的

有效性。然而，尽管 WRST 与 OMSTs 方法的精度高于原始外极几何

图，其与本章的增量式旋转平均化方法在外值滤除方面仍有明显差距。

另外，WRST 与 OMSTs 方法的召回率相当低，这说明对于这两种方

法，许多相对旋转测量内值未成功探测。 

如表 2-4 所示，1DSfM 数据集中各测试数据的相对旋转测量值

内值比例在50%左右，因此，对于 WRST 方法来说，在有限次随机

生成树的产生过程中，产生一个边全为相对旋转测量内值的生成树是

几乎不太可能的，对于规模较大的数据更是如此。由于在 WRST 方

法中，通过链式计算得到的绝对旋转会用于相对旋转测量外值滤除，

而一条外值边就会导致在链式计算的过程中经过这条边之后的所有

绝对旋转的错误估计。因此，WRST 的外值滤除精度可以较高，但是

其召回率会比较低。对于 OMSTs 方法，一方面，尽管特征匹配对数

更多的边上的相对旋转测量值可能会更加准确，但是仅考虑特征匹配

对数这个因素的话会不可避免的引入外值边；另一方面，由于 OMSTs

方法仅在整个外极几何图中选取若干最大生成树，毫无疑问其召回率

会很低。对于本章方法，由于其在增量式绝对旋转计算的过程中采用

与增量式 SfM 类似的方式，迭代式地判断各外极几何边是否属于内

值边，因此该方法可以对内外值边有效区分。本章方法在不同测试数

据上的精度、召回率、以及 F-Score 均在90%左右。 

(2) 参数估计精度、效率对比实验 

对于旋转平均化中绝对旋转估计精度对比实验，本章方法与
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Weiszfeld[25]，DISCO[26]，IRLS-GM[7]，IRLS-ℓ1
2

[27]，WRST[29]，OMSTs[31]

等方法进行了对比。其中，Weiszfeld，DISCO，以及 IRLS-ℓ1
2

的结果

由文献[27]中摘录，IRLS-GM 的结果通过执行作者提供的开源代码获

取，WRST 与 OMSTs 的结果通过对这两种方法复现获取。另外，为

再一次验证本章方法在相对旋转测量外值滤除方面的有效性，在此将

由本章方法获取的相对旋转测量内值集合导入 IRLS-ℓ1
2

中，并将此方

法记为 IRLS-ℓ1
2

 \w IRA。本章方法以及上述各对比方法的旋转估计

精度对比结果如表 2-5 所示。 

表 2-5 旋转平均化方法精度对比实验结果，单位：角度 

 

由表 2-5 可知，本章方法整体上来讲取得了最优的绝对旋转估计

精度，这验证了本章中提出的这一新型增量式旋转平均化流程的有效

性以及其对相对旋转测量外值的鲁棒性。方法 IRLS-ℓ1
2

 \w IRA 较好

的结果验证了本章方法在相对旋转测量外值滤除方面的有效性。尽管

通过本章方法大部分相对旋转测量外值可以有效滤除，由表 2-4 可知，

通过本章方法获取的内值边集仍存在约10%的外值边，这是导致

IRLS-ℓ1
2

 \w IRA 方法与本章方法仍有微小差距的原因。 

另外，在此还进行了本章方法与方法 Weiszfeld，DISCO，以及

IRLS-ℓ1
2

的效率对比，结果如表 2-6 所示。上述三个对比方法的运行

时间同样是由文献[27]中摘录。尽管没有在本地运行上述三种方法的

程序，文献[27]中所采用的 CPU 主频为 2.67GHz，性能与本文 CPU

类似，因此用[27]报导的运行时间进行效率对比是合理的。由表可知，

本章方法在效率方面相对于三种对比方法优势明显。尽管本章方法执
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行全局优化的次数更多，其所采用的更加简单的损失函数以及更加精

确的初始化使其收敛速度更快，运行时间更短。 

表 2-6 旋转平均化方法效率对比实验结果，单位：秒 

 

2.4  本章小结 

本章提出了一种简单却有效的旋转平均化流程，增量式旋转平均

化。该新型流程有着与增量式 SfM 类似的工作流程，如初始种子选

取与构建，下一最优视图选取，局部与全局优化，以及重计算与重优

化等。因此，该流程也像增量式 SfM 一样对测量外值较为鲁棒。另

外，对于特定的旋转平均化任务，本章中还提出了若干关键技术，以

进一步推进绝对旋转估计效果。在实验验证环节，通过参数设置实验，

对关键技术的消融实验，以及对比实验，验证了本章方法的有效性。 
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3．层级式旋转平均化 

3.1  引言 

在上一章的主体内容与实验部分，分别对提出的增量式旋转平均

化（Incremental Rotation Averaging, IRA）与基于加权随机生成树

（Weighed Random Spanning Tree, WRST）的旋转平均化方法进行了

介绍。上述两种方法有两个共同的特点：1）都是在对绝对旋转估计

的同时滤除相对旋转测量外值，对外值较为鲁棒；2）都是在整个外

极几何图上进行绝对旋转估计。 

然而，这两种方法各自均存在一些不足。对于 IRA，1）一方面

来讲，尽管其中迭代进行局部/全局优化与重旋转平均化，随着输入

的外极几何图规模的增大，其漂移问题会不可避免地越发严重；另一

方面来讲，尽管 IRA 中涉及的参数量远小于增量式 SfM，由于其仍

遵循增量式参数估计与迭代全局优化流程，效率是 IRA 的另一个问

题。上述两问题会使得 IRA 在大规模场景中拓展性较差。2）正如

Wilson 等人[40]从理论上分析的那样，旋转平均化问题的困难程度主

要受到两个因素的影响，分别是噪声程度和图结构。然而，IRA 主要

关注外极几何边上的噪声程度，而忽略了另外一个关键因素，外极几

何图的图结构。对于 WRST，由于基于 RANSAC 的参数估计方法的

结果对于最小集合的大小以及其中的内值比例十分敏感，而 WRST

的最小集合为整个外极几何图上的随机生成树对应的边集。因此，

WRST 方法在实际中几乎不可能得到边集均为内值的整个外极几何

图上的随机生成树，当面对大规模图像集合时更是如此。 

针对上述问题，为提升 IRA 与 WRST 方法在大规模与高噪声情

形下的鲁棒性，根据 Wilson 等人[40]的建议，本章将在 SfM[51~52]中广

泛采用的分而治之的思想引入旋转平均化流程之中，提出了层级式的

旋转平均化流程。并且在该层级式旋转平均化流程之中分别引入 IRA

以及 WRST 两种旋转平均化方法，进而提出了两种新型的层级式旋

转平均化方法：层级增量式旋转平均化（IRA++）以及层级 RANSAC

旋转平均化（Hierarchical RANSAC-based Rotation Averaging, HRRA）

方法。具体来说，首先通过受限社区发现（constrained community 
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detection）算法[53]将输入的原始外极几何图聚类为若干子图。然后，

对于每个类内子图，采用某种旋转平均化方法（对于 IRA++采用 IRA，

对于 HRRA 采用 WRST），计算其中各顶点相对于各类内子图局部坐

标系的绝对旋转。接下来，通过两两子图之间的外极几何边集，利用

基于投票的单旋转平均化（single rotation averaging）方法估计两两类

内子图局部坐标系之间的相对旋转。在此基础上，再对类间子图采用

某种旋转平均化方法（IRA 或 WRST），估计各类内子图局部坐标系

的绝对旋转（即局部坐标系相对于全局坐标系的旋转）。最后，基于

上述结果，各类内子图的各顶点的绝对旋转先对齐至全局坐标系下，

然后进行全局优化以获取最终的旋转平均化结果。 

本章工作的主要贡献包括以下两点：1）为提升现有旋转平均化

方法在大规模与高噪声情形下的鲁棒性，提出了一种层级式旋转平均

化流程；2）将现有的两种旋转平均化方法，IRA 与 WRST，紧密融

合到了提出的新型层级式旋转平均化之中，以分布式解决底层类内子

图与顶层类间子图的旋转平均化问题。 

类内子图旋转平均
基于受限社区发现

的外极几何图聚类

类内子图旋转平均

类内子图旋转平均

基于投票单旋转平均

的类间相对旋转估计

基于投票单旋转平均

的类间相对旋转估计

基于投票单旋转平均

的类间相对旋转估计

类间子图

旋转平均

旋转全局

对齐优化

类内与类间分布式计算
 

图 3-1 层级式旋转平均化流程图 

3.2  方法介绍 

本章提出的层级式旋转平均化流程的输入与 IRA 相同，也是匹

配图像对之间的相对旋转测量值以及 SIFT[15]特征匹配对数，记作

{𝑹𝑖𝑗 , 𝑛𝑖𝑗|𝑒𝑖𝑗 ∈ ℰ}，输出为每个相机优化后的绝对旋转：{𝑹𝑖
∗|𝑣𝑖 ∈ 𝒱}。

图 3-1 展示了本章提出的层级式旋转平均化方法的基本流程：1）在

原始外极几何图上执行基于受限社区发现的外极几何图聚类算法，得

到若干子图；2）对每个类内子图采用某种旋转平均化方法（对于

IRA++采用 IRA，对于 HRRA 采用 WRST）估计相机在类内局部坐
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标系下的绝对旋转；3）采用基于投票的单旋转平均化方法求解两两

子图局部坐标系之间的相对旋转；4）在类间子图上执行某种旋转平

均化方法（IRA 或 WRST），估计各子图局部坐标系相对于全局坐标

系的绝对旋转；5）采用全局旋转的对齐和优化，首先将原始外极几

何图中的所有绝对旋转对齐至一个统一的全局坐标系下，然后对其进

行全局优化，得到最终的旋转平均化结果。上述五个层级式旋转平均

化步骤分别详述如下。 

3.2.1 基于受限社区发现的外极几何图聚类 

为了应对现有旋转平均化方法中的拓展性和鲁棒性问题，并将图

结构纳入考量范围，在此将原始外极几何图𝒢 = {𝒱, ℰ}聚类为若干更

小的子图，以实现类内与类间相对于原始外极几何图更紧密的连接性。

考虑到可扩展性的问题，需要对每个聚类子图的大小进行限制，此处

通过受限外极几何图聚类算法[53]实现。经过聚类的外极几何子图记

作{𝒢𝑝 = {𝒱𝑝, ℰ𝑝}}。此外，需要注意，除了外极几何子图内部有边集

{ℰ𝑝}外，外极几何子图之间也存在边集{ℰ𝑝𝑞}，即{ℰ𝑝} ∪ {ℰ𝑝𝑞} = ℰ。另

外，如果把每个外极几何子图𝒢𝑝看作一个顶点，将其记作𝑣𝑝 ∈ 𝒱𝑐，把

每两个外极几何子图之间的边集ℰ𝑝𝑞看作一条边，将其记作𝑒𝑝𝑞 ∈ ℰ𝑐，

则可以得到一个聚类层级上的外极几何图𝒢𝑐 = {𝒱𝑐 , ℰ𝑐}，其中𝒱𝑐和ℰ𝑐
分别代表该图的顶点集与边集。为了区别相机层级上的外极几何子图

{𝒢𝑝 = {𝒱𝑝, ℰ𝑝}}和聚类层级上的外极几何子图𝒢𝑐 = {𝒱𝑐 , ℰ𝑐}，将其分别

称为类内与类间子图。 

3.2.2 类内子图旋转平均 

在获取类内与类间子图后，首先对各类内子图𝒢𝑝采用某种旋转

平均化方法（对于 IRA++采用 IRA，对于 HRRA 采用 WRST），获取

其中各顶点在其局部坐标系下的绝对旋转，记作{𝑹𝑚
𝑝 ∗
|𝑣𝑚
𝑝
∈ 𝒱𝑝}。将

子图 𝒢𝑝边集 ℰ𝑝 上的相对旋转测量值与特征匹配对数，记作

{𝑹𝑚𝑛
𝑝
, 𝑛𝑚𝑛
𝑝
|𝑒𝑚𝑛
𝑝
∈ ℰ𝑝}，输入到某种旋转平均化方法中以实现类内旋转

平均化。在此之后，为将上述结果对齐到全局坐标系下，并对其进行

全局优化，还需要进行两个操作。首先是需要求得每对类内子图局部
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坐标系之间的相对旋转，记作{𝑹𝑝𝑞
𝑐 ∗
|𝑒𝑝𝑞
𝑐 ∈ ℰ𝑐}；其次是需要估计各类

内子图局部坐标系相对于全局坐标系的绝对旋转，记作{𝑹𝑝
𝑐 ∗|𝑣𝑝

𝑐 ∈ 𝒱𝑐}。

这两步操作的具体流程分别在 3.2.3 节与 3.2.4 节进行描述。 

3.2.3 基于投票单旋转平均的类间相对旋转估计 

为了估计两个类内子图𝒢𝑝和𝒢𝑞在聚类层级上的相对旋转𝑹𝑝𝑞
𝑐 ∗，

首先要获得它们在相机层级上的相对旋转测量值集合，记作

{𝑹𝑚𝑛
𝑝𝑞
|𝑒𝑚𝑛
𝑝𝑞
∈ ℰ𝑝𝑞}，其中𝑹𝑚𝑛

𝑝𝑞
代表第𝑝个类内子图中第𝑚个相机与第𝑞

个类内子图中第𝑛个相机之间的相对旋转测量值。随后，利用

{𝑹𝑚
𝑝 ∗
|𝑣𝑚
𝑝
∈ 𝒱𝑝}和{𝑹𝑛

𝑞∗
|𝑣𝑛
𝑞
∈ 𝒱𝑞}中的绝对旋转，可通过下式对{𝑹𝑚𝑛

𝑝𝑞
}中

的相对旋转测量值进行变换用于描述聚类层级上的相对旋转： 

𝑹̂𝑚𝑛
𝑝𝑞

= 𝑹𝑛
𝑞∗T

𝑹𝑚𝑛
𝑝𝑞
𝑹𝑚
𝑝 ∗

 

注意，本章中每个类内子图的局部坐标系均建立在其第一个顶点上。 

理论上来讲，由于{𝑹̂𝑚𝑛
𝑝𝑞
|𝑒𝑚𝑛
𝑝𝑞
∈ ℰ𝑝𝑞}中的各个旋转矩阵均表示同

一个聚类层级上的相对旋转，（𝒢𝑝与𝒢𝑞局部坐标系之间的相对旋转），

它们的取值应该互相保持一致。然而，由于{𝑹𝑚
𝑝 ∗
}，{𝑹𝑛

𝑞∗
}，以及{𝑹𝑚𝑛

𝑝𝑞
}

之中均存在不可避免的参数估计误差，上述现象在实际情况下不可能

发生。因此，此处的类间相对旋转估计问题可以归结为单旋转平均化

问题，即从一个单一旋转的若干估计中通过平均化的方式获取最优旋

转[54]。本章提出一种基于投票策略的单旋转平均化方法以解决该问

题，具体描述如下。 

首先从集合{𝑹̂𝑚𝑛
𝑝𝑞
}中采用加权随机的方式选取一个旋转值，并将

其记为𝑹̂𝑚𝑛
𝑝𝑞 †

，与 WRST 中的加权随机树的生成方式类似，某条边𝑒𝑚𝑛
𝑝𝑞

的选取概率与其上特征匹配对数𝑛𝑚𝑛
𝑝𝑞

成正比。然后，可通过下式获取

𝑹̂𝑚𝑛
𝑝𝑞 †

的支撑边集： 

ℰ𝑝𝑞
𝕊 = {𝑑𝜃

𝑅 (𝑹̂𝑖𝑗
𝑝𝑞
, 𝑹̂𝑚𝑛

𝑝𝑞 †
) < 𝜃𝑡ℎ

𝑅 }

for 𝑣𝑖
𝑝
∈ 𝒱𝑝, 𝑣𝑗

𝑞
∈ 𝒱𝑞 , 𝑒𝑖𝑗

𝑝𝑞
∈ ℰ𝑝𝑞

 

重复迭代 100 次，然后同样与 WRST 方法类似，将其中最优的最小

集合（在此为某随机选取的单个旋转矩阵𝑹̂𝑚𝑛
𝑝𝑞 †

）确定为其支撑边集

上特征匹配对数加和最大的最小集合，具体方式如下式所示： 
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𝑹̂𝑚𝑛
𝑝𝑞 †∗

= arg max ∑ 𝑛𝑚𝑛
𝑝𝑞

𝑣𝑚
𝑝
∈𝒱𝑝,𝑣𝑛

𝑞
∈𝒱𝑞

𝑒𝑚𝑛
𝑝𝑞
∈ℰ𝑝𝑞

𝕊

 

然后，将𝑹𝑝𝑞
𝑐 初始化为𝑹̂𝑚𝑛

𝑝𝑞 †∗

，并通过下式对其进行优化： 

𝑹𝑝𝑞
𝑐 ∗ = argmin ∑ (𝜔𝑚𝑛

𝑝𝑞 ∗
𝑑𝜃
𝑅(𝑹̂𝑚𝑛

𝑝𝑞 ∗
, 𝑹𝑝𝑞

𝑐 ))
2

𝑣𝑚
𝑝
∈𝒱𝑝,𝑣𝑛

𝑞
∈𝒱𝑞

𝑒𝑚𝑛
𝑝𝑞 ∗

∈ℰ𝑝𝑞
𝕊 ∗

 

其中，ℰ𝑝𝑞
𝕊 ∗

为𝑹̂𝑚𝑛
𝑝𝑞 †∗

的支撑边集，𝜔𝑚𝑛
𝑝𝑞 ∗

= 𝑛𝑚𝑛
𝑝𝑞 ∗

cos 𝑑𝜃
𝑅 (𝑹̂𝑚𝑛

𝑝𝑞 ∗
, 𝑹̂𝑚𝑛

𝑝𝑞 †∗

)。 

3.2.4 类间子图旋转平均 

通过类间相对旋转估计，可获取用于执行类间子图𝒢𝑐旋转平均化

的输入，记为{𝑹𝑝𝑞
𝑐 ∗, |ℰ𝑝𝑞

𝕊 ∗
||𝑒𝑝𝑞

𝑐 ∈ ℰ𝑐}。值得注意的是，对类间子图旋

转平均化而言，聚类层级各边𝑒𝑝𝑞
𝑐 的支撑集越大时越容易获取可靠的

类间相对旋转估计。因此，在此采用|ℰ𝑝𝑞
𝕊 ∗
|对各聚类层级边进行加权。

之后，再次执行某种旋转平均化算法（IRA 或 WRST）可对{𝑹𝑝
𝑐 ∗}进

行估计。 

3.2.5 旋转全局对齐优化 

在通过类内与类间子图旋转平均化方法求得{𝑹𝑚
𝑝 ∗
|𝑣𝑚
𝑝
∈ 𝒱𝑝}与

{𝑹𝑝
𝑐 ∗|𝑣𝑝

𝑐 ∈ 𝒱𝑐}后，原始外极几何图中所有相机的绝对位姿均可以根据

以下公式对齐至全局坐标系下： 

𝑹𝑖
† = 𝑹𝑚

𝑝 ∗
𝑹𝑝
𝑐 ∗ 

随后，原始外极几何图中的内值边集ℰ𝕀可以根据{𝑹𝑖𝑗|𝑒𝑖𝑗 ∈ ℰ}中的相

对旋转测量值与借助{𝑹𝑖
†|𝑣𝑖 ∈ 𝒱}获取的相对旋转反算值{𝑹𝑗

†𝑹𝑖
†T}之

间的旋转角度误差进行判断： 

ℰ𝕀 = {𝑑𝜃
𝑅 (𝑹𝑖𝑗 , 𝑹𝑗

†𝑹𝑖
†T) < 𝜃𝑡ℎ

𝑅 }

for 𝑣𝑖 , 𝑣𝑗 ∈ 𝒱, 𝑒𝑖𝑗 ∈ ℰ
 

然后，对原始外极几何图上的旋转进行全局优化，得到本方法最终的

旋转平均化结果，优化公式如下： 
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{𝑹𝑖
∗} = argmin ∑ (𝜔𝑖𝑗

𝕀 𝑑𝜃
𝑅(𝑹𝑖𝑗

𝕀 , 𝑹𝑗𝑹𝑖
T))

2

𝑣𝑖,𝑣𝑗∈𝒱

𝑒𝑖𝑗
𝕀 ∈ℰ𝕀

 

其中，内边权重𝜔𝑖𝑗
𝕀 = 𝑛𝑖𝑗

𝕀 cos 𝑑𝜃
𝑅 (𝑹𝑖𝑗

𝕀 , 𝑹𝑗
†𝑹𝑖

†T)用于在优化期间对集合

ℰ𝕀提供的约束进行加权。 

3.3  实验验证 

本节对本章中提出的层级式旋转平均化流程进行了较为详尽的

验证。首先比较了层级式旋转平均化流程中产生的类内、类间子图与

原始外极几何图的图结构的连接紧密度。然后对 HRRA 与 IRA++两

个基于层级式旋转平均化流程的旋转平均化方法分别进行了评测。对

于 HRRA 的评测，包括不同最大聚类大小的影响，消融实验，精度

对比实验等；对于 IRA++，包括外值滤除、分而治之策略的对比实验，

以及效率、精度的对比实验等。具体实验过程详述如下。 

3.3.1 图结构对比实验 

正如 Wilson 等人[40]宣称的那样，图结构是影响旋转平均化问题

难度的两个关键因素之一。因此，在此对在 IRA 以及 WRST 中使用

的原始外极几何图𝒢 = {𝒱, ℰ}的图结构与在 IRA++以及 HRRA中使用

的类内与类间子图{𝒢𝑝 = {𝒱𝑝, ℰ𝑝}}与𝒢𝑐 = {𝒱𝑐 , ℰ𝑐}的图结构的连接紧

密度采用 Wilson 等人[40]提出的图结构紧密度指标进行比较。该图结

构指标定义如下：
𝜆2(𝑳(𝒢))

|𝒱|
，其中𝑳(𝒢) = 𝑫(𝒢) − 𝑨(𝒢)为𝒢的图拉普拉斯，

𝑫(𝒢)与𝑨(𝒢)分别为𝒢的度矩阵与邻接矩阵，𝜆2(𝑳(𝒢))为矩阵𝑳(𝒢)的第

二小特征值，称为代数连通度。为比较在不同方法中使用的外极几何

图的图结构，在此对 1DSfM 数据集中各测试数据的𝒢，𝒢𝑐的图结构指

标
𝜆2(𝑳(𝒢))

|𝒱|
，

𝜆2(𝑳(𝒢𝑐))

|𝒱𝑐|
以及{𝒢𝑝}中全部子图的图结构指标均值

∑
𝜆2(𝑳(𝒢𝑝))

|𝒱𝑝|

𝒱𝑐
𝑝=1

|𝒱𝑐|

进行了计算，结果如表 3-1 所示。对所有类内子图计算图结构指标均

值的原因在于每个测试数据都含有多个类内子图，且不同测试数据子

图个数不一致。 
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表 3-1 IRA/WRST 与 IRA++/HRRA 方法图结构对比实验结果 

 

由表 3-1 可知，类内与类间子图的图结构指标在全部测试数据上

均大于原始外极几何图，这说明通过进行受限外极几何图聚类，本章

中用到的类内与类间子图的连接性相较原始外极几何图均更加紧密。

这说明本章中提出的层级式旋转平均化流程需要求解的旋转平均化

问题更为简单，验证了本章提出的面向旋转平均化问题的分而治之策

略的有效性。 

3.3.2 HRRA 验证实验 

(1) 参数设置评测 

对于 HRRA 算法，在此主要讨论了其中受限社区发现算法中的

最大聚类大小参数对最终旋转平均化结果的影响。此处该参数的取值

集合为{1,50,100,200,∞}。其中，该参数取值为1时表示原始外极几何

图中的每个顶点构成一个类，即 WRST 方法；该参数取值为∞时表示

在进行图聚类时不对最大聚类大小进行限制。该参数设置实验结果如

表 3-2 所示，其中𝑟̃表示参数估计中值误差。 

表 3-2 HRRA 最大聚类大小设置评测结果，𝑟̃的单位：角度 

 

由表 3-2 可知：1）聚类数|𝒱𝑐|与顶点数|𝒱|正相关，与最大聚类
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大小负相关；2）将 HRRA 方法的最大聚类大小设置为适中的范围时

（{50,100,200}）其结果整体上优于将其设置为极端值（{1,∞}），而

且当其值在合适的范围内变化时，该参数对最终的旋转平均化结果影

响不明显。因此，对于 HRRA 方法来说，其中是否包含（受限）外极

几何图聚类操作比较关键，而用于进行该操作的参数最大聚类大小具

体的取值并不十分重要，因此本章将 HRRA 方法中该参数的值设为

100。另外，在 4 组测试数据（GDM，MDR，MND，以及 ROF）中，

参数最大聚类大小取值为∞时结果最优。一个可能的原因是由于图聚

类结果受图结构影响明显，与不受限方法相比，受限外极几何图聚类

在上述测试数据上可能使得类内与类间连接性变弱，进而使得旋转平

均化结果变差。 

(2) 消融实验 

接下来，对 HRRA 方法进行了消融实验，以验证其有效性，各

消融实验情形简述如下。 

表 3-3 消融实验对比结果，单位：角度  表 3-4 精度对比实验结果，单位：角度 

  

不含加权（w/o weig.）：在这种情形下，旋转平均化的整个过程中所

有外极几何边同等对待，即在生成随机树，获取最优的最小集合，以

及进行绝对旋转优化时均不考虑边上的特征匹配对数或相对旋转反

算误差。 

不含聚类（w/o clus.）：在这种情形下，不再进行基于社区发现的外极

几何图聚类，此种情形等同于 WRST 方法。 

不含受限（w/o cons.）：在这种情形下，外极几何图采用不受限的方

法进行图聚类，即不设定最大聚类大小。 

不含优化（w/o opti.）：在这种情形下，仅将绝对旋转对齐至全局坐标

系而不进行全局优化。 
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上述消融实验结果如表 3-3 所示。由表可知，与原始 HRRA 方

法相比，各消融实验情形的精度均明显下降，因此，上述消融实验验

证了 HRRA 中的边加权、（受限）图聚类、以及全局优化等操作的有

效性。 

(3) 精度对比实验 

对于精度对比实验，在此对 HRRA 与 Weiszfeld[25]，IRLS-GM[7]，

IRLS-ℓ1
2

[27]，以及 OMSTs[31]等 4 个方法进行对比，实验结果如表 3-4

所示。由表可知，HRRA 在所有对比方法中取得了整体最优的表现：

在所有 14 个测试数据上有 9 个测试数据取得了最优精度，2 个测试

数据取得了次优精度。尽管在 3 个相对规模较大的测试数据（PIC，

ROF，以及 TFG）上并未取得较好结果，导致这种情况的原因可能并

不仅是规模因素，还有可能是数据的其他特点，例如外极几何图的噪

声程度与连接紧密度[40]等 

3.3.3 IRA++验证实验 

(1) 外值滤除对比实验 

在此对本文第 2 章中的 IRA 方法与本章 IRA++方法的相对旋转

测量外值的滤除效果进行对比实验。首先获取两方法估计的相对旋转

测量内值集合，然后采用 1.4.3 节中给出的评测方法进行评测，结果

如表 3-5 所示，IRA 与 IRA++方法中精度、召回率、以及 F-score 较

大者在表中进行了加粗。 

表 3-5 IRA++外值滤除对比实验结果 

 

由表 3-5 可知，在全部测试数据上，相比于原始外极几何图边集，
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IRA 与 IRA++获得的内值边集在精度与 F-score 两个指标上取得了明

显提升，这证实了两种方法在相对旋转测量外值滤除方面的有效性。

另外，通过对 IRA 与 IRA++比较可知，IRA++在精度与 F-score 方面

存在优势，但是在召回率方面略有差距。需要注意的是，对于原始外

极几何边集精度最差的 GDM 数据，相对于 IRA，IRA++方法在精度

与 F-score 方面分别取得了8.75%与5.70%的领先。尽管 IRA++方法

未在三个指标上取得全部领先，在 IRA++方法取得领先的两个指标

中，F-score 由于兼顾精度与召回率，是一个更加综合的指标，而在参

数估计问题中，精度也比召回率指标相对更为重要一些。因此，整体

上讲 IRA++在相对旋转测量外值滤除方面表现优于 IRA。 

(2) 分治策略对比实验 

为验证本文采用的分治策略的有效性，在此进行了若干对比实验，

包括采用不同聚类算法（社区发现算法[53]与归一化割算法[55]）的对比

实验以及采用不同最大聚类大小（{50,100,200,∞}）的受限社区发现

算法的对比实验。实验结果如表 3-6 所示，该表中包含聚类数，估计

中值误差，以及总体运行时间，其中对不同对比方法中估计中值误差

与总体运行时间的最优结果进行了加粗处理。 

表 3-6 IRA++分治策略对比实验结果，其中|𝒱𝑐|，𝑟̃，以及𝑇Σ分别表示含聚类

数，估计中值误差，以及总体运行时间 

 

由表可知，对于采用不同最大聚类大小的受限社区发现算法的对

比实验，整体上讲，随着最大聚类大小的增大，聚类数变小，总体运

行时间变长。另外，上述对比实验的估计精度差别并不明显，而当最

大聚类大小设为100时精度最高。因此，本文中将该参数设为100。对
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于不同聚类算法的对比实验，在此将本文采用的受限社区发现算法与

另一种在大规模 SfM 中常用的聚类算法[52, 56]，归一化割算法进行了

对比。需要注意的是，在通过归一化割方法进行图聚类时，需要提前

对聚类数进行设置。基于公平比较的考虑，在此将归一化割算法的聚

类数设为与受限社区发现算法最大聚类大小设为100的聚类数相同。

由表可知，基于受限社区发现算法的层级式旋转平均化方法（IRA++）

精度与效率均优于基于归一化割算法的层级式旋转平均化方法，这证

实了本文采用的分治策略的有效性。 

(3) 估计效率对比实验 

在效率对比实验中，将 IRA++与 IRA，IRLS-ℓ1
2

[27]，以及一个本

地实现的层级式版本的 IRLS-ℓ1
2

方法（记作 HIRLS-ℓ1
2

）进行了对比。

对于 HIRLS-ℓ1
2

的实现，此处将 IRA++中的基于 IRA 的类内与类间子

图旋转平均化替换为基于 IRLS-ℓ1
2

的方法。上述四种对比方法在不同

测试数据上的运行时间如表 3-7 所示，其中对各测试数据的最优结果

进行了加粗处理。 

表 3-7 IRA++估计效率对比实验结果 

 

由表可知，在规模相对较小的测试数据上，各对比方法的效率相

当。然而，随着测试数据规模的增长，基于层级式流程的旋转平均化

方法（IRA++与 HIRLS-ℓ1
2

）的效率优势越发明显。需要注意的是，本

章实验均在一台个人电脑上进行，而层级式旋转平均化流程中的两个

关键步骤，类内子图旋转平均化（3.2.2 节）以及基于投票单旋转平均

化的类间相对旋转估计（3.3.3 节），均可很轻易地进行并行化实现，

进而实现更大的提速。因此，采用本章提出的层级式旋转平均化流程

可以极大程度上缓解大规模旋转平均化效率较低问题。另外，由于
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IRA的效率高于 IRLS-ℓ1
2

，相对于HIRLS-ℓ1
2

，IRA++效率也相应更高。 

(4) 估计精度对比实验 

在精度对比实验中，将 IRA++与 9 种代表性旋转平均化方法进

行了对比，包括 4 种基于鲁棒损失的方法（IRLS-GM[7]，IRLS-ℓ1
2

[27]，

MPLS[28]，以及 HIRLS-ℓ1
2

），3 种基于外值滤除的方法（OMSTs[31]，

HRRA，以及 IRA），以及 2 种基于深度学习的方法（NeuRoRA[43]以

及 MSPRA[44]）。实验结果如表 3-8 所示，其中对各测试数据精度最高

的 4 种方法进行了高亮处理。 

表 3-8 IRA++估计精度对比实验结果 

 

由表可知，在所有对比方法中，IRA++在绝对旋转估计精度方面

取得了整体最优的结果。另外，通过比较 IRA 与 IRA++方法可知，

IRA++几乎在所有的测试数据上均实现了精度的明显提升，尤其是在

噪声程度最高的 GDM（5.32° 𝑣𝑠. 2.88°），以及数据规模最大的 TFG

（3.30° 𝑣𝑠. 1.74°）上。上述结果证实了 IRA++相对于 IRA 方法在估

计精度上的优势。 

3.4  本章小结 

针对现有旋转平均化方法大都是在整个外极几何图上进行绝对

旋转估计，在大规模与高噪声情形下的鲁棒性较差问题，本章基于分

治策略提出了一种新型旋转平均化流程：层级式旋转平均化。基于本

章流程，可将原始的一个规模更大、难度更高的旋转平均化问题转化

为多个规模更小、难度更低的子问题。在此基础上，该流程可以分别

求解各子问题并将求解结果融合以获取原始问题的解。另外，本章将
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IRA 与 WRST 方法融入到上述流程之中形成了 IRA++以及 HRRA 算

法。在实验验证环节，对本章提出的分治策略以及 IRA++与 HRRA

涉及到的关键技术与最终的绝对旋转估计结果等进行了评测，验证了

本章提出的层级式旋转平均化流程以及基于此流程构建的两种旋转

平均化方法的有效性。 
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4. 增量式平移平均化 

4.1  引言 

本章通过将增量式 SfM 中增量式参数估计思想引入平移平均化

问题，提出了一种新型的平移平均化方法，称为增量式平移平均化

（Incremental Translation Averaging, ITA）。与传统的平移平均化方法

不同，本章方法不再同时估计所有相机的绝对位置，而是通过一种序

列式方式对其进行准确、鲁棒估计。此外，为了提升增量式平移平均

化结果的准确性和鲁棒性，本章方法中还融合了若干项受增量式 SfM

技术启发的关键技术，如：1）初始四元组和下一最优视图的选取策

略；2）加权局部与全局优化以及重平移平均化。本章提出的这一简

单、高效的平移平均化方法在不依赖于任何其它方法中必不可少的鲁

棒操作的前提下在 1DSfM 数据集上达到了当前最优性能。值得注意

的是，尽管本章提出的增量式平移平均化方法的基本思想与本文第二

章中的增量式旋转平均化方法相似，但两者之间存在若干本质区别：

1）本章提出的增量式平移平均化方法是目前已知的首个采用增量式

参数估计流程解决平移平均化问题的方法；2）在本章方法中，为应

对平移平均化过程中的一些特定问题，创新性地提出了包括基于四元

组的初始种子选取，基于线性三焦张量算法的相机绝对位置计算，以

及基于平方弦距离的相机绝对位置优化等特定操作。 

本章工作的主要贡献主要包括以下三个方面：1）提出了一种新

型的增量式估计相机绝对位置的平移平均化方法，该方法具有与增量

式 SfM 相同的准确度高和鲁棒性强的优点；2）开发了若干受增量式

SfM 启发的关键技术，并将其融合到提出的平移平均化方法中，有效

改善了相机绝对位置估计的结果；3）受益于增量式参数估计流程的

有效性，本章提出的增量式平移平均化方法较少依赖于其它方法中常

用的鲁棒操作，使得整个流程更为简单、高效。 

4.2  方法介绍 

本章提出的增量式平移平均化方法的输入为匹配图像对之间根

据已知的绝对旋转变换至全局坐标系下的相对平移，将其记作
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{𝒄𝑖𝑗|𝑒𝑖𝑗 ∈ ℰ}。输出为各相机优化后的绝对位置，记作{𝒄𝑖
∗|𝑣𝑖 ∈ 𝒱}。图

4-1 展示了本章提出的增量式平移平均化方法的基本流程：1）首先，

利用基于局部优化的初始四元组选取策略进行初始种子的选取和恢

复；2）其次，根据基于加权支撑集合的下一最优视图选择策略确定

顶点的添加顺序；3）在完成下一最优视图的选取和初始化后，执行

加权局部或全局优化；4）最后，在完成全局优化的基础上再进行一

次重平移平均化，进一步改善估计结果的准确性和鲁棒性。其中，下

一最优视图选取，加权局部或全局优化和重平移平均化等步骤需要迭

代运行，直到所有相机均已完成定位或不再有相机可以继续定位为止。 

全局坐标系下
的相对平移

基于局部优化的
初始四元组选取

基于加权支撑集合的
下一最优视图选取

加权局
部优化

加权全
局优化

优化后的
绝对位置

重平移
平均化

增量式绝对位置计算

 

图 4-1 增量式平移平均化流程图 

4.2.1 基于局部优化的初始四元组选取 

对于本章提出的增量式平移平均化方法的初始种子选取与恢复，

一种最为直接的解决方案是通过下式选取具有最小旋转回环偏差的

相机对或相机三元组作为初始种子: 

𝑖∗, 𝑗∗ = arg min {𝑑𝜃
𝑅(𝑰, 𝑹𝑖𝑗

T𝑹𝑗𝑹𝑖
T)|𝑣𝑖 , 𝑣𝑗 ∈ 𝒱, 𝑒𝑖𝑗 ∈ ℰ} 或 

𝑖∗, 𝑗∗, 𝑘∗ = arg min {

  𝑑𝜃
𝑅(𝑰, 𝑹𝑖𝑗

T𝑹𝑗𝑹𝑖
T)

+𝑑𝜃
𝑅(𝑰, 𝑹𝑖𝑘

T 𝑹𝑘𝑹𝑖
T)

+𝑑𝜃
𝑅(𝑰, 𝑹𝑗𝑘

T 𝑹𝑘𝑹𝑗
T)

|𝑣𝑖 , 𝑣𝑗 , 𝑣𝑘 ∈ 𝒱, 𝑡𝑖𝑗𝑘 ∈ 𝒯} 

其中，𝒯表示由边集ℰ中全部外极几何边所组成的三元组集合。对于

一条外极几何边𝑒𝑖𝑗而言，其上高精度的相对旋转𝑹𝑖𝑗并不能保证高精

度的相对平移𝒕𝑖𝑗。因此，平移平均化过程中初始种子的选择应取决于

其本身的位置回环偏差，而不是旋转回环偏差。此外，由于相对平移

中尺度信息的丢失，相机三元组是相机定位中所需的最小配置，本章

方法在相机三元组的基础上添加了一个相机用于其评估初始种子选

择和恢复的有效性。因此，出于对鲁棒性问题的考虑，本章方法用相
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机四元组代替相机三元组或图像对作为初始种子。 

在介绍初始四元组选择策略之前，应当注意到，一个外极几何图

中通常包含许多相机四元组，当顶点数量很大时上述现象更为显著。

为使四元组的选取过程更加高效，本方法中只考虑旋转回环偏差最小

的前𝑛1条边所构成的四元组，被选中的四元组集合记作𝑞𝑖𝑗𝑘𝑙 ∈ 𝒬
∗。 

对于𝒬∗中的一个四元组 𝑞𝑖𝑗𝑘𝑙，为获得相机在局部坐标系

{𝑣𝑖 , 𝑣𝑗 , 𝑣𝑘, 𝑣𝑙}中的绝对位置，需要在这一局部坐标系下进行如下基于

四元组的优化： 

𝒄𝑖
∗, 𝒄𝑗

∗, 𝒄𝑘
∗ , 𝒄𝑙

∗ = argmin ∑ 𝑑𝑐ℎ
𝑡 (𝒄𝑖𝑗 ,

𝒄𝑗 − 𝒄𝑖

‖𝒄𝑗 − 𝒄𝑖‖2

)

2

𝑣𝑖,𝑣𝑗∈𝒱𝑞𝑖𝑗𝑘𝑙
𝑒𝑖𝑗∈ℰ𝑞𝑖𝑗𝑘𝑙

 

其中，𝒱𝑞𝑖𝑗𝑘𝑙与ℰ𝑞𝑖𝑗𝑘𝑙分别表示为四元组𝑞𝑖𝑗𝑘𝑙构成的顶点与边集合。为求

解上述非线性最小二乘问题，首先要对{𝒄𝑖 , 𝒄𝑗 , 𝒄𝑘, 𝒄𝑙}进行初始化。具

体来说，首先将𝒄𝑖与𝒄𝑗分别初始化为𝟎以及𝒄𝑖𝑗，然后可利用 1.3.2 节中

提到的三焦张量算法对三元组𝑡𝑖𝑗𝑘与𝑡𝑖𝑗𝑙进行处理，以实现对𝒄𝑘以及𝒄𝑙
的初始化。 

完成上述优化后，通过下式计算𝒬∗中每个四元组的选取代价： 

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 = ∑ 𝜔𝑖𝑗
𝑣𝑖,𝑣𝑗∈𝒱𝑞𝑖𝑗𝑘𝑙
𝑒𝑖𝑗∈ℰ𝑞𝑖𝑗𝑘𝑙

= ∑ 𝒄𝑖𝑗 ∙
𝒄𝑗
∗ − 𝒄𝑖

∗

‖𝒄𝑗
∗ − 𝒄𝑖

∗‖
2𝑣𝑖,𝑣𝑗∈𝒱𝑞𝑖𝑗𝑘𝑙

𝑒𝑖𝑗∈ℰ𝑞𝑖𝑗𝑘𝑙

 

然后，通过下式对初始四元组进行选取： 

𝑖∗, 𝑗∗, 𝑘∗, 𝑙∗ = arg max {𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙|𝑞𝑖𝑗𝑘𝑙 ∈ 𝒬
∗} 

在此基础上，对应于初始四元组的四个优化后的绝对位置

𝒄𝑖∗
∗ , 𝒄𝑗∗

∗ , 𝒄𝑘∗
∗ , 𝒄𝑙∗

∗ 构成了增量式平移平均化方法的初始种子。 

4.2.2 基于加权支撑集合的下一最优视图选取 

对于本章提出的增量式平移平均化方法，下一最优视图可以简单

地选取为与当前已估计绝对位置的相机中连接边数最多的相机。然而，

ℰ中的每条边𝑒𝑖𝑗上有着不同的相对平移测量误差𝑑𝜃
𝑡 (𝒄𝑖𝑗 ,

𝒄𝑗
∗−𝒄𝑖

∗

‖𝒄𝑗
∗−𝒄𝑖

∗‖
2

)，在
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进行下一最优视图选取时不应将其同等对待。因此，为提升平移平均

化方法的鲁棒性，本章方法提出了一种面向增量式平移平均化方法的

基于加权支撑集合的下一最优视图选取策略。 

在外极几何图中，将已进行绝对位置估计的顶点和未进行绝对位

置估计的顶点分别记为𝑣𝑖 ∈ 𝒱1和𝒱2，可知𝒱1 ∪ 𝒱2 = 𝒱。下一最优视图

的选取是指从𝒱2选择一个合适的顶点，将其移至𝒱1中以使得增量式参

数估计的流程可以更加鲁棒。为了提高选择下一最优视图的效率，本

章方法只考虑𝒱2中与𝒱1中顶点共享最多边的前𝑛2个顶点。被选中的

顶点记作𝑣𝑚 ∈ 𝒱2
∗ ⊆ 𝒱2。 

对于𝒱2
∗中的每个顶点𝑣𝑚，获取其与𝒱1中顶点之间的三元组集合

并将其记作𝑡𝑖𝑗𝑚 ∈ 𝒯1𝑚。需要注意在此引入了相机三元组以消除绝对

位置估计中的尺度不确定性。对于三元组集合𝒯1𝑚中的每个相机三元

组𝑡𝑖𝑗𝑚，顶点𝑣𝑚的绝对位置可以再次利用 1.3.2 节中介绍的三焦张量

算法，在给出已估计的相机绝对位置𝒄𝑖与𝒄𝑗，以及相对位置测量值𝒄𝑖𝑗，

𝒄𝑖𝑚，𝒄𝑗𝑚的情况下进行计算。将得到的𝑣𝑚绝对位置的估计结果记为𝒄𝑚
𝑖𝑗。

理想情况下，位置集合{𝒄𝑚
𝑖𝑗
|𝑡𝑖𝑗𝑚 ∈ 𝒯1𝑚}中的每个位置向量应该相等。

但在实际情况下，受到相对平移的测量误差和绝对位置的估计误差的

影响，这一现象不会发生。为了进行下一最优视图的选取，此处对{𝒄𝑚
𝑖𝑗
}

中每个绝对位置的选取代价计算如下： 

𝐶𝑚
𝑖𝑗
= ∑ 𝜔𝑘𝑚

𝑖𝑗

𝑣𝑘∈𝒱1
𝑒𝑘𝑚∈ℰ1𝑚

= ∑ 𝒄𝑘𝑚 ∙
𝒄𝑘 − 𝒄𝑚

𝑖𝑗

‖𝒄𝑘 − 𝒄𝑚
𝑖𝑗
‖
2𝑣𝑘∈𝒱1

𝑒𝑘𝑚∈ℰ1𝑚

 

其中，ℰ1𝑚表示𝒱1中的顶点与顶点𝑣𝑚之间的边集。随后，可通过下式

对集合{𝒄𝑚
𝑖𝑗
}中的代表性绝对位置𝒄𝑚

𝑖∗𝑗∗进行选取： 

𝑖∗, 𝑗∗ = argmax{𝐶𝑚
𝑖𝑗
|𝑡𝑖𝑗𝑚 ∈ 𝒯1𝑚} 

最后，可通过下式对下一最优视图选取： 

𝑚∗ = argmax {𝐶𝑚
𝑖∗𝑗∗
|𝑣𝑚 ∈ 𝒱2

∗} 

即本章提出的下一最优视图选取策略将下一最优视图选定为顶点

𝑣𝑚∗，其绝对位置可初始化为𝒄𝑚∗
𝑖∗𝑗∗。 

由于本章中提出的面向增量式平移平均化的下一最优视图选取

策略基于由重计算位置偏差进行加权的支撑集合，因而其对相对平移

测量外值更加鲁棒。 
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4.2.3 加权局部/全局优化与重平移平均化 

完成下一最优视图的选择后，顶点𝑣𝑚∗的绝对位置已初始化为

𝒄𝑚∗
𝑖∗𝑗∗。对当前估计的绝对位置进行局部或全局优化，可以使估计结果

更加精确和鲁棒。考虑到效率问题，与增量式旋转平均化类似，在常

规情况下仅进行局部优化，而只有在当前已估计的绝对位置的相机数

量增长到一定的比率𝑟时，才进行全局优化。此处的局部优化和全局

优化的执行也采用加权的方式进行。此外，为了应对增量式参数估计

流程中的漂移问题，在每次全局优化完成后，还需对外极几何图中已

估计绝对位置的子图进行重平移平均化。本章提出的面向增量式平移

平均化的加权局部/全局优化与重平移平均化技术详述如下。 

(1) 加权局部优化 

在完成下一最优视图的选择和初始化的基础上，能够通过如下方

式获取ℰ1𝑚∗中的内值边集合ℰ1𝑚∗
𝕀 ： 

ℰ1𝑚∗
𝕀 = {𝑑𝜃

𝑡 (𝒄𝑖𝑚∗ ,
𝒄𝑚∗
𝑖∗𝑗∗

− 𝒄𝑖

‖𝒄𝑚∗
𝑖∗𝑗∗

− 𝒄𝑖‖2

) < 𝜃𝑡ℎ
𝑡 }

for 𝑣𝑖 ∈ 𝒱1, 𝑒𝑖𝑚∗ ∈ ℰ1𝑚∗

 

之后，采用如下方式对绝对位置𝒄𝑚∗进行优化： 

𝒄𝑚∗
∗ = argmin ∑ (𝜔𝑖𝑚∗

𝕀 𝑑𝑐ℎ
𝑡 (𝒄𝑖𝑚∗

𝕀 ,
𝒄𝑚∗ − 𝒄𝑖

‖𝒄𝑚∗ − 𝒄𝑖‖2
))

2

𝑣𝑖∈𝒱1

𝑒𝑖𝑚∗
𝕀 ∈ℰ1𝑚∗

𝕀

 

其中，各内值边对应的权重𝜔𝑖𝑚∗
𝕀 = 𝒄𝑖𝑚∗

𝕀 ∙
𝒄
𝑚∗
𝑖∗𝑗∗

−𝒄𝑖

‖𝒄
𝑚∗
𝑖∗𝑗∗

−𝒄𝑖‖
2

。 

(2) 加权全局优化 

加权全局优化与加权局部优化类似，首先通过下式从所有当前估

计的绝对位置的边集合ℰ1 ∪ ℰ1𝑚∗中获取内值边集合(ℰ1 ∪ ℰ1𝑚∗)𝕀： 

(ℰ1 ∪ ℰ1𝑚∗)𝕀 = {𝑑𝜃
𝑡 (𝒄𝑖𝑗 ,

𝒄𝑗 − 𝒄𝑖

‖𝒄𝑗 − 𝒄𝑖‖2

) < 𝜃𝑡ℎ
𝑡 }

for 𝑣𝑖 , 𝑣𝑗 ∈ 𝒱1 ∪ {𝑣𝑚∗}, 𝑒𝑖𝑗 ∈ ℰ1 ∪ ℰ1𝑚∗

 

其中，ℰ1代表𝒱1中所有顶点之间的边构成的集合。之后，绝对位置集

合{𝒄𝑖|𝑣𝑖 ∈ 𝒱1 ∪ {𝑣𝑚∗}}通过如下方式进行优化： 
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{𝒄𝑖
∗} = argmin ∑ (𝜔𝑖𝑗

𝕀 𝑑𝑐ℎ
𝑡 (𝒄𝑖𝑗

𝕀 ,
𝒄𝑗 − 𝒄𝑖

‖𝒄𝑗 − 𝒄𝑖‖2

))

2

𝑣𝑖,𝑣𝑗∈𝒱1∪{𝑣𝑚∗}

𝑒𝑖𝑗∈(ℰ1∪ℰ1𝑚∗)
𝕀

 

其中，各内值边对应得权重𝜔𝑖𝑗
𝕀 = 𝒄𝑖𝑗

𝕀 ∙
𝒄𝑗−𝒄𝑖

‖𝒄𝑗−𝒄𝑖‖2
。 

(3) 重平移平均化 

得到经过全局优化的绝对位置集合{𝒄𝑖
∗}后，再利用加权全局优化

中的方法分别重新计算内边集合以及对当前已估计的绝对位置集合

进行再一次的全局优化。 

4.3  实验验证 

本节对本章中提出的增量式平移平均化方法进行了较为详尽的

验证，包括参数设置评测，关键技术的消融实验，种子敏感度验证，

以及关于相对平移测量外值滤除与绝对位置估计精度、效率的对比实

验等。需要注意的是，对于平移平均化化问题，需要提供绝对旋转将

相对平移测量值变换至全局坐标系下，而为了公平起见，由于目前绝

大部分平移平均化方法[9, 23, 32, 34~36]均使用 IRLS-GM 算法[7]的绝对旋

转估计结果，本章方法也是如此。 

4.3.1 参数设置评测 

本章提出的增量式旋转平均化方法中主要有 4 个预先定义的参

数，包括：1）在进行初始四元组选取时的预选边数𝑛1，2）在进行下

一最优视图选取时的预选顶点数𝑛2，3）平移角度距离阈值𝜃𝑡ℎ
𝑡 ，以及

4）用于控制局部与全局优化操作切换的增长比率𝑟。其中，本章方法

对𝑛1与𝑛2值的变化并不敏感，在实验中分别将其设为 100 与 10。然

而，参数𝜃𝑡ℎ
𝑡 与𝑟的值会对最终的平移平均化结果有着显著影响。因此，

此处先对上述两参数的设置进行评测。 

在参数设置评测的过程中，固定其中一个参数值而改变另一个，

并在各测试数据上进行平移平均化操作，评测结果如表 4-1 所示。其

中，参数𝜃𝑡ℎ
𝑡 的变化范围与步长分别为[2°, 8°]以及2°；参数𝑟的变化范

围与步长分别为[120%, 180%]以及20%。表 4-1 的左半部分与右半部
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分分别为𝜃𝑡ℎ
𝑡 与𝑟的参数设置测评结果。另外需要注意，在对参数𝜃𝑡ℎ

𝑡 进

行设置评测时，𝑟的值固定为150%；在对参数𝑟进行设置评测时，𝜃𝑡ℎ
𝑡

的值固定为5°。 

表 4-1 平移角度距离阈值𝜃𝑡ℎ
𝑡 与增长比率𝑟的参数设置评测结果 

 

由表 4-1 可知，由于随着𝜃𝑡ℎ
𝑡 取值的增大，在绝对位置计算与优

化过程中会引入更多的相对平移测量值，这会使得标定的相机数量与

运行时间均增大。另外，对于某些测试数据，如 ALM，ELS，MND，

NYC，PIC，以及 YKM，随着𝜃𝑡ℎ
𝑡 取值的增大，绝对位置估计的中值

误差下降；然而，对于另外一些测试数据，如 MDR，PDP，ROF，

TOL，USQ，以及 VNC，在𝜃𝑡ℎ
𝑡 的取值与绝对位置的估计精度之间并

不存在明显的关系。因此，参数𝜃𝑡ℎ
𝑡 对于本章方法有着明显且不规则

的影响。对于参数𝑟，由表可知，运行时间整体上随着𝑟取值的增大会

下降，而标定的相机数量与绝对位置的估计精度均不会受参数𝑟取值

的明显影响。因此，为确保对足够的相机进行重建并且在估计精度与

效率之间达到一个较好的平衡，本章实验中将𝜃𝑡ℎ
𝑡 与𝑟的值分别设置为

5°与150%。 

另外，由表 4-1 可知，不管是对于𝜃𝑡ℎ
𝑡 还是𝑟，均不存在能够使全

部测试数据取得最优平移平均化结果的全局统一的参数设置。然而，

作者认为对于某一参数在所有测试数据上的全局统一的参数设置可

以提升方法的鲁棒性。 

4.3.2 消融实验 

基于上述参数设置测评，在此通过若干消融实验验证本章方法提

出的各关键技术的有效性，包括基于局部优化的初始四元组选取

（Local Optimization-based Initial Quaternity Selection, LOIQS），基于
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加权支撑集合的下一最优视图选取（Weighted Supporting Set-based 

NBV Selection, WSSNS），以及加权局部 /全局优化（Weighted 

Local/Global Optimization, WL/GO）与重平移平均化（Re-Translation 

Averaging, RTA）等。各消融实验结果如表 4-2 所示。在进行结果分

析前，先对表 4-2 中不同的消融实验的情形简介如下。 

表 4-2 不含 LOIQS，WSSNS，加权，WGO，WLO，或 RTA 情形下的消融实

验结果，其中 w/o 表示不包含某关键技术 

 

不含 LOIQS：在这种情形下，不进行 LOIQS 操作，而将初始种子置

为具有最小旋转回环偏差的相机三元组（参见 4.2.1 节）。 

不含 WSSNS：在这种情形下，不进行 WSSNS 操作，下一最优视图

选取为与当前已估计的绝对位置集合中共享边数最多的相机。 

不含加权：在这种情形下，相对平移误差在整个流程中均不再考虑，

即对外极几何图上的所有边同等对待。具体来说，在此情形下将 4.2.3

节中的𝜔𝑖𝑚∗
𝕀 与𝜔𝑖𝑗

𝕀 的值均置为 1。 

不含 RTA：在这种情形下，在每次加权全局优化后不再进行重平移

平均化操作。 

不含 WGO：在这种情形下，在增量式绝对位置计算的过程中，加权

全局优化与重旋转平均化均不再进行，即在整个过程中仅对最新估计

的绝对位置进行加权局部优化。 

不含 WLO：在这种情形下，在增量式绝对位置计算的过程中，不再

有优化操作，即各新计算的绝对位置仅将其定为通过基于加权支撑集

合的下一最优视图选取过程获取的初值。 

由表 4-2 可知：1）除了不含 WSSNS 这一消融实验情形外，重

建相机数量在所有消融实验情形中变化不大，这说明本章提出的面向

增量式平移平均化的 WSSNS 操作对于选取合适的下一最优视图以
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及定位足够数量的相机是一个必要的保证；2）在各消融实验情形下，

几乎所有的测试数据上的平移平均化的估计误差均有增大，这证实了

本章提出的增量式平移平均化方法中的各项关键技术（如 LOIQS，

WSSNS，WL/GO，以及 RTA 等）的有效性；3）对于运行时间这一

指标来说，相对于原始的增量式平均化方法，在各消融实验情形下，

运行时间均有所下降，需要注意的是，由于涉及到的优化操作与计算

负担依次下降，原始增量式平移平均化方法，不含重平移平均化，不

含加权全局优化，以及不含加权局部优化这四种情形的运行时间依次

下降。 

4.3.3 种子敏感度验证 

由于增量式 SfM 对于初始种子选取较为敏感，为验证本章提出

的增量式平移平均化方法对初始种子选取的敏感程度，在此通过比较

本章方法与四次随机的初始种子选择，进行了初始种子敏感度实验验

证。各次随机初始种子选择通过每次从定义于 4.2.1 节中的四元组集

合𝒬∗中随机选取一个四元组作为增量式平移平均化方法的初始种子

实现。该种子敏感度验证实验结果如表 4-3 所示，其中角度选择代价

（angular selection cost）定义为∑ cos−1𝜔𝑖𝑗𝑣𝑖,𝑣𝑗∈𝒱𝑞𝑖𝑗𝑘𝑙
𝑒𝑖𝑗∈ℰ𝑞𝑖𝑗𝑘𝑙

；𝒱𝑞𝑖𝑗𝑘𝑙，ℰ𝑞𝑖𝑗𝑘𝑙，

𝜔𝑖𝑗均定义于 4.2.1 节。 

表 4-3 初始种子选取敏感度实验结果 

 

由表 4-3 可知：1）对于大多数测试数据，即使随机选取的四元

组中的边集存在外极几何外值边（参见表 4-3 中的角度选取代价），

本章方法在绝对位置估计精度、效率，以及重建相机数量等方面对初
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始相机四元组的选取均不敏感；2）尽管最终的平移平均化结果对初

始种子的选取不敏感，更加精确的相机四元组的选取倾向于获得整体

上更精确的绝对位置估计结果。因此，与增量式 SfM 不同，本章方

法对初始种子的选取与构建不太敏感，这受益于相对于 SfM，平移平

均化涉及的优化问题更为轻量化（更少的待估计参数量）以及本章提

出的诸如 WSSNS 以及 WL/GO+RTA 等面向平移平均化的关键技术。 

4.3.4 对比实验 

(1) 测量外值滤除策略对比实验 

首先在测量外值滤除策略方面，对本章方法与两个有代表性的外

极几何图外值边滤除方法（基于绝对旋转估计辅助的 IRA 以及在面

向平移平均化的代表性相对平移测量值滤除方法 1DSfM[9]）进行了对

比实验，实验结果如表 4-4 所示。另外，在此除了对精度、召回率、

以及 F-Score 三个指标进行比较外，不同外值滤除方法保留下来的内

值边数，|ℰX
𝕀 |，以及内值边数真值，|ℰGT

𝕀 |，也列于表 4-4 中。不同于

其它三个指标的值越高表现越好的评价方式，在内值边保留数量这一

指标上的评价方式为最好的方法X∗其保留的内值边数与内值边数真

值最为接近，即： 

X∗ = arg min
X∈{IRA,1DSfM,ITA}

||ℰX
𝕀 | − |ℰGT

𝕀 || 

所有对比方法在保留边数、精度、以及 F-Score 指标上的最优与次优

结果，以及在召回率指标上的次优与再次优结果（由于最优结果永远

是原始外极几何图的100%，无参考意义）在表 4-4 中分别由单下划

线与双下划线标出。 

表 4-4 相对平移测量外值滤除策略对比实验结果 
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由表 4-4 可知：1）本章方法在精度与 F-Score 这两项指标上在绝

大多数的测试数据上取得了最佳结果（除 MDR 外）。由于平移平均

化问题通常为一个已知量冗余的超定问题，相比于召回率，精度是更

为重要的评价指标，而本章方法相对于原始外极几何图在各测试数据

上均能实现30%左右的精度指标提升，这证实了本章方法在滤除相对

平移测量外值方面的有效性以及相对于其他方法的优势；2）尽管 IRA

在相对旋转测量外值滤除方面取得了不错的表现，对于相对平移测量

外值滤除任务而言，相较于 ITA，IRA 仍有较为明显的差距（相对于

原始外极几何图的精度指标提升分别为约30%以及约20%），这表明

对于同一条外极几何边，其相对旋转与相对平移的内外值情况并不一

致，进而限制了如 BATA[35]等基于绝对旋转辅助的平移平均化方法的

表现；3）对于 1DSfM[9]方法来说，其仅取得了相对于原始外极几何

图10%左右的精度指标提升，然而由于该方法可以保留大量外极几何

边，在召回率指标上表现较好，因此可以像 ShapFit/Kick[34]等方法一

样，将 1DSfM 用作本章方法的预处理步骤。 

(2) 参数估计精度、效率对比实验 

对于平移平均化中绝对位置估计精度、效率对比实验，在此将本

章方法与若干有代表性的平移平均化方法进行了对比，包括一种基于

特征轨迹的方法 SATA[23]，一种基于外极几何图优化的方法VGO[24]，

两种基于鲁棒优化的方法 SFSK[34]以及 BATA[35]，以及一种基于秩约

束的方法 ACEM[38]。对比结果如表 4-5 所示，其中在重建相机数量，

绝对位置估计精度、效率三个方面的最优与次优结果均通过单下划线

与双下划线分别标出。需要注意的是，SFSK[34]方法在 YKM 数据上

的结果以及 ACEM[38]在 PIC，ROF，以及 USQ 数据上的结果是缺失

的；另外，SFSK[34]与 BATA[35]均未报导重建相机数量的情况。另外，

与其它几乎所有的平移平均化方法[23~24, 32, 34~36, 38]一样，此处其它对比

方法的运行时间直接从其原始文章中摘录。由于在此仅对平移平均化

本身进行效率对比，因此表 4-5 中仅列举了不同方法的平移平均化本

身的运行时间而忽略了如特征匹配、旋转平均化、最终的全局捆绑调

整等操作的运行时间。尽管由于对比方法不开源的问题使得在同一平

台下对所有方法进行效率对比几乎不太可能，为更直观地理解此处的

效率对比情况，在此将各方法中使用的 CPU 主频同样列于表 4-5 中。 
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表 4-5 平移平均化重建相机数量与参数估计精度、效率对比实验结果 

 

由表 4-5 可知，本章提出的增量式平移平均化方法在参数估计精

度与效率方面均取得了整体最优结果。在各对比方法之中，SATA[23]

与 BATA[35]在精度方面取得了略低于本章方法的结果，然而它们为实

现精度的提升，或者需要特征轨迹与局部捆绑调整（SATA[23]），或者

依赖于基于 LUD[32]的初始化与基于旋转辅助的优化（BATA[35]）。若

去除上述因素，SATA[23]与 BATA[35]方法的精度均会下降，而本章方

法并不依赖上述任何因素。对于重建相机数量这一指标，本章方法仅

略差于基于特征轨迹的方法 SATA[23]，这是由于该方法中通过引入特

征轨迹的方式提供了远多于原始平移平均化问题的约束条件。 

另外，为验证本章提出的增量式平移平均化方法对不同旋转平均

化结果的适应性，在此将 IRLS-GM[7]的绝对旋转估计结果替换为 IRA，

并将该方法记为 ITA w/ IRA，实验结果列于表 4-5 第 8 列。由表可

知，ITA w/ IRA 的相机绝对位置的估计精度略高于原始 ITA（在全部

测试数据上的精度误差均值：1.93m 𝑣𝑠. 1.98𝑚），这与第 2 章中旋转

平均化精度对比结果一致。另外，对于原始 ITA 与 ITA w/ IRA，均将

原始外极几何图作为平移平均化问题的输入，但 IRA 方法本身可以

在估计绝对旋转的过程中可以给出各外极几何边的内外值标签。因此，

对于 ITA w/ IRA，可以将通过 IRA 过程外值边滤除后的外极几何图

作为输入，并将该方法记为 ITA w/ IRA*，实验结果列于表 4-5 第 9

列。由表可知，对于绝对位置估计精度，ITA w/ IRA*方法实现了明显

的提升，这验证了本章提出的 ITA 方法在引入如外值滤除等鲁棒操

作后可以取得更好的结果。但是，由于外值边滤除后的外极几何图中

边的数量有所减少，ITA w/ IRA*方法重建的相机数量以及运行时间

也相应的减少与缩短。 
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4.4  本章小结 

本章通过将增量式 SfM 中的增量式参数估计思想引入平移平均

化问题，提出了一种称作增量式平移平均化的新型平移平均化方法。

该方法结合了增量式参数估计流程精度高与鲁棒性强以及全局式运

动平均化方法简单、高效的优势。在实验验证环节，对本章方法进行

了全面评测以验证其有效性；另外，还将本章方法与若干代表性的平

移平均化方法进行对比，验证了本章方法在精度、鲁棒性、简洁性、

以及效率等方面的优势。 
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5. 总结与展望 

5.1  总结 

本文对基于图像的大规模场景三维重建中的运动平均化方法进

行了系统性研究。研究工作主要包括如下三个方面： 

1）针对外极几何图中相对旋转测量外值过多，现有方法对其鲁

棒性较差的问题，提出了基于增量式参数估计的增量式旋转平均化方

法，可实现在滤除相对旋转测量外值的同时对绝对旋转进行精确、鲁

棒估计； 

2）针对在大规模场景下增量式旋转平均化方法与基于 RANSAC

的旋转平均化方法分别存在的误差累积、拓展性差以及最小集尺寸过

大、一致集获取困难等问题，将分而治之的思想引入上述两方法，提

出了分布增量式旋转平均化与层级 RANSAC 旋转平均化方法，提升

了算法的精度、效率、鲁棒性以及拓展性； 

3）针对平移平均化问题的特点与难点，在相机位置算子、流程

关键技术、优化目标函数等方面进行了改进，将增量式旋转平均化方

法拓展至平移平均化问题，实现了对该问题的精确、高效、简洁、鲁

棒的求解。 

5.2  展望 

尽管本文对大规模运动平均化方法的高效性与鲁棒性问题进行

了一些初步的探索并取得了一些结果，但仅通过本文工作远不能完全

解决大规模运动平均化问题，后续可考虑从如下三个方面开展工作： 

1）将本文提出的层级式旋转平均化流程引入平移平均化问题，

以构建层级式平移平均化流程，实现对大规模平移平均化问题的高效、

鲁棒求解； 

2）本文提出的层级式旋转平均化流程中采用的基于受限社区发

现的外极几何图聚类算法为现有方法，其作为外极几何图的预处理步

骤，与旋转平均化问题相对独立。后续可考虑研究一种专门用于层级

式运动平均化的图聚类方法，可在估计相机绝对位姿的同时对大规模

外极几何图进行聚类； 
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3）本文提出的增量式平移平均化方法采用线性三焦张量算法对

相机绝对位置进行初始化，在相机做直线运动时其求解不确定性增大，

这会导致相机绝对位置估计的误差累积现象。后续可以考虑分别研究

增量式尺度平均化以及已知尺度的增量式平移平均化方法，以克服上

述问题。 
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